CHAPITRE 4

Théoremes de Rolle,
des A.F. & LLA.F.

Extremums et théoreme de Fermat, théoréme de
Rolle, théoréme et inégalité des accroissements finis,
applications a la monotonie, aux inégalités et au calcul
de limites — cours détaillé, méethodes, exercices corrigés.
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« Les mathématiques ne sont pas faites pour comprendre le monde, mais pour apprendre a penser. » — Henri Poincaré

Dans tout le chapitre, I désigne un intervalle de R.

1. Extremums d’une fonction

-

J

Définition — Extremums globaux et locaux

Soient f définie sur I et z, € I.
(1) fadmet un maximum global (absolu) en z,si Vz € I, f(z) < f(z).

(2) fadmetun maximum local (relatif) en z, s'il existe un intervalle ouvert J C I contenant
zytelque Vo € J, f(z) < f(xg).

(3) fadmetun minimum global en z,si Vz € I, f(x) > f(x,).

(4) f admet un minimum local en z, sil existe un intervalle ouvert J C I contenant x tel
que Yz € J, f(z) > f(xzg).
f admet un extremum en z;, si elle y admet un maximum ou un minimum.

Théoréme — Théoréme de Fermat — condition nécessaire
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Figure 1. Extremums locaux : la tangente y est horizontale.

Soient f définie sur I etz € . Si:
(1) z, est un point intérieur a I (par exemple I ouvert);

(2) fadmet un extremum local en z;

(3) festdérivableen z;
alors f’(z,) = 0.

Piége a éviter — La réciproque est fausse

f/(zy) = 0 n’entraine pas que f ait un extremum en z,. Contre-exemple : f(z) = x3 vérifie

f/(0) = 0, mais f est strictement croissante et n’a aucun extremum en 0.
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F/(P) = 0 mais pas d’extremum
Figure 2. Point critique sans extremum (x — x3).

Définition — Point critique §

Soient f dérivable en z, € I.Si f'(z,) = 0, on dit que z,, est un point critique de f.

I,

Remarque

Sur un intervalle ouvert, tout extremum local d"une fonction dérivable est un point critique;
la réciproque est fausse (un point critique n’est pas toujours un extremum).

(&

2. Théoreme de Rolle et théoreme des accroissements finis

Théoréme — Théoréme de Rolle \
Soienta < bet f: [a,b] - R.Si:
(1) f est continue sur [a,b];

(2) f estdérivable sur |a,b;
(3) fla)=f(b);

alors il existe ¢ € ]a, b[ tel que f’(c) = 0.

-

[ m———

Figure 3. Théoréme de Rolle : une tangente horizontale entre deux valeurs égales.

Méthode — Utiliser Rolle pour localiser une racine de |’

Repérer deux points ot f prend la méme valeur (souvent deux racines de f); vérifier
continuité et dérivabilité; conclure a I’existence d'un zéro de f’ entre eux. En répétant, on
localise plusieurs zéros de f.

Exercice 1 — Rolle : racines de [’
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Soienta < b < ¢ < d quatreréelset f(z) = (r—a)(x—b)(x—c)(x—d). Montrer que I'équation
f/(x) = 0 admet trois racines réelles distinctes.

Théoréme — Théoréme des accroissements finis (T.A.F.)

Soienta < bet f: [a,b] - R.Si:
(1) f est continue sur [a,b];

(2) f estdérivable sur |a,b;

alors il existe ¢ € |a, b[ tel que

-

Remarque N

Géométriquement, il existe un point ott la tangente est parallele a la corde joignant (a, f(a))
et (b, f(b)). Le théoréme de Rolle est le cas particulier f(a) = f(b).

7 :

Figure 4. TAF. : la tangente en c est parallele a la corde.

Exercice 2 — T.A.F. : une inégalité sur arctan

x
Montrer que Vz >0, —— < arctanx.
1+x
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Théoréme — Inégalité des accroissements finis (I.A.F.)

Soient I un intervalleet f: I — R.Si:
(1) f estdérivable sur [;

(2) ilexiste M > 0tel que Vx € I, |f'(z)] < M;
alors Va,be I, |f(b)— f(a)] < M |b—al.

Remarque

La condition a < b nest pas nécessaire (1'inégalité est symétrique en a, b). LT A.F. exprime
que f est M-lipschitzienne sur I.

-

Exercice 3 — .AF. : |sinz| < |z] X

I
I I W

Montrer que Vz € R, |sinz| < |z|.

3. Applications

Théoréeme — Monotonie et signe de la dérivée

Soit f dérivable sur l'intervalle 1.
(1) festcroissantesur [ < Vax €I, f'(z) >0
(2) festdécroissantesur I <= Vx €I, f'(z) <0.

(3) festconstantesur I < Vz eI, f'(x)=0.
De plus, si f* > 0 sur I (sauf en un nombre fini de points), alors f est strictement croissante.

-

Astuce — Prouver une identité ¢(z) = cste

Montrer ¢" = 0 sur un intervalle, puis évaluer ¢ en un point commode. C’est une conséquence
directe du point (3) ci-dessus (lui-méme issu du T.A.E.).

Exercice 4 — Identité arctan x + arctan %

1 x
1. Montrer que Vx > 0, arctanx + arctan — = 5
T

1
2. Montrer que Vz < 0, arctanz + arctan — = —g.
x

Exercice 5 — Une fonction constante (arctan)

1
Soit f définie sur R par f(z) = arctan(v/1 + 22 —x) + 3 arctan .
1. Etudier la dérivabilité de f et calculer f'(x) pour x € R.

2. En déduire une expression simple de f(z) sur R.
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