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Paroles de mathématiciens

~

« Il en est des mathématiques comme de toute autre science
chaque génération recueille le fruit des efforts accumulés par
celles qui ’ont précédée. La continuité de ’effort est la condi-
tion de la continuité du progres. »

— Henri Poincaré

~

« Quand les valeurs successivement attribuées a une méme
variable s’approchent indéfiniment d’une valeur fixe, les va-
leurs correspondantes de la fonction s’approchent également

d’une autre valeur fixe : la fonction est alors Rgﬁé.ﬁff_%u i Cauchy
J

~

« Il n’est pas nécessaire de faire appel a Uintuition pour com-
prendre la notion de continuité d’une fonction. On peut la dé-
finir rigoureusement a ’aide de la relation entre les valeurs
des variables. »

— Karl Weierstrass

« La continuité exprime l’idée que des changements infinité-
simaux dans ’entrée d’une fonction produisent des change-

[ . yd L3 r [ . ))
ments infinitésimaux dans la sortie. » Richard Courant & Fritz John




Chapitre_1 . _ .
Continuité d’une fonction numérique

réelle

BEEI La continuité en un point

Définition 1
Soient f une fonction définie de I dans R et @ € I. On dit que la fonction f est continue
enasi:

lim f(z) = f(a)

T—a

y Continue en a y Non continue en a

\/ N ?
fla) fo-mn-T3 . |

T

lim f(z) = f(a) v lim f(x) = L # f(a) x

r—a

Fic. 1.1 : Continuité (gauche) et discontinuité par saut (droite) en un point a

Exemple 1 La fonction f(x) = \/z est continue en x, = 1, car : lirr% Ve=+vV1i=1=
xrT—

f(L).

Exercice 1 Soit & € R. On considere la fonction f définie par :

x2—4
fa) =123 siz # 2
«Q six =2
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I Déterminer o pour que f soit continue en 2. J

I 1.1.1. Opérations sur les fonctions continues

Théoréme 1 — Opérations algébriques

Soient f et g deux fonctions continues en a, et A € R.
1. f + g est continue en a.
2. f x g est continue en a.

3. )\ - f est continue en a.

1
4. Sig(a) # 0, alors — et / sont continues en a.
g9 g

5. Si f > 0 au voisinage de a, alors /f est continue en a.

I 1.1.2. Continuité a droite et a gauche

Définition 2 N

Soit f définiesur I, a € I.

 Continue a droiteen o : lim f(x) = f(a).

r—at

* Continue a gaucheena : lim f(z) = f(a).

r—a-

Théoréme 2 — Caractérisation N

f continue en a <= xli}rgf f(x) = f(a) = lim_f(z)

Définition 3 — Fonction partie entiere

La fonction partie entiére note F/(z) = |z | est définie par :

VeeR, VneZ: Ex) =n<= n<zx<n+l

Proposition 1

La fonction partie enticre F est continue a droite en tout entier, mais n’est pas continue
en tout entier n € Z.
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FiG. 1.2 : Graphe de la fonction partie enti¢re E(z) = |z]

| 1.1.3. Continuité sur un intervalle

Définition 4 N
f est continue sur un intervalle [ si elle est continue en chaque point de I (avec continuité
a droite aux extrémités gauches fermées, et a gauche aux extrémités droites fermées).

Récapitulatif — Continuité sur un intervalle

Intervalle Condition
la, b] Continue en tout point de |a, b[
[a, ] Continue sur |a, b[ et continue a droite en a
|a, b] Continue sur |a, b[ et continue a gauche en b
[a, b] Continue sur |a, b[, a droite en a et a gauche en b
[a, +00] Continue sur |a, 00| et continue a droite en a
R Continue en tout point de R
| J

Théoréme 3 — Fonctions usuelles N
1. Les polynomes sont continus sur R.

2. Les fractions rationnelles sont continues sur leur domaine de définition.
3. sin et cos sont continus sur R.
4. tan est continue sur R\ {3 + k7, k € Z}.

5. x — /x est continue sur RT.
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I 1.1.4. Exercices types avec corrections

Exercice 2 Soit f définie sur R par :

cosx — xsin(3x) — 1

siz#0
—— siz =0

Montrer que f est continue en z, = 0.

Pour x # 0 :
cosz — 1 sin(3z)
— —3.
f(@) 2 3x
D’apres les limites usuelles :
—1 1 i

lim S a:2 _ L lim sin(3x) _

z—0 T 2 z—0 3z
Donc lim f (z) =—1—3=—I = f(0). Conclusion : f est continue en 0. O

T—

Exercice 3 Soient a,b € R. Soit f définie sur R par :

r+a siz<l
fl®)=<2x -3 sil<z<3
br+1 siz>3

Déterminer a et b pour que f soit continue sur R.

En z = 1 (cont. a gauche) : 111{1 (x+a) =1+aet f(1) = 2(1) —3 = —1. Donc
x—1-

1+a=—1=[a=2]

En z = 3 (cont. a droite) : lir%(bx +1) =3b+1let f(3) = 2(3) —3 = 3. Donc
r—

3b+1=3=b=

N J

winN

I 1.1.5. Composée des fonctions continues

Théoréme 4 — Continuité de la composée

Si f est continue en a et g est continue en f(a), alors g o f est continue en a.

lim g(f(z)) = g(f(a))

T—a
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Théoréme 5 — Sur un intervalle
Si f est continue sur I, f(I) C J et g est continue sur J, alors g o f est continue sur /. }

BEFE Image d’un intervalle par une fonction continue

Théoréme 6 N
L’image d’un intervalle par une fonction continue est un intervalle.
J

Théoreme 7 — Image d’un segment

N
L’image d’un segment [a, b] par une fonction continue est un segment [m, M|, ot m =
miny, ; f et M = max, ;) f.

Y
M @
f(la, b))
m e Y
@ ® x
a b

[a,b]

Fic. 1.3 : Image d’un segment [a, b par une fonction continue : f([a,b]) = [m, M|

Théoreme 8 — Image par une fonction strictement monotone

Intervalle f croissante f décroissante
[a, 0] [f(a), f(b)] [f(b), f(a)]
[a, +o0[ [f(a),lim,  f] |lim,  f, f(a)]
] —00,b] Jlim_, f, f(b)] [£(b),lim_, f]
la, b] lim,. f,lim,- f] ] lim,- f,lim,, f|

BEEN Théoreme des valeurs intermédiaires (TVI)
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Théoreme 9 — TVI
Soit f continue sur [a, b] et v un réel compris entre f(a) et f(b). Alors il existe au moins
un ¢ € [a, b] tel que :

fle) =1~

a €1 C2 C3 b
FiG. 1.4 : TVI : la droite y = ~y coupe la courbe en au moins un point

Corollaire 1 \

Si f est continue sur [a, b] et f(a) - f(b) < 0, alors il existe ¢ € [a, b] tel que f(c) = 0.

Corollaire 2 ~

Si f est continue sur [a, b], f(a) - f(b) < Oet f est strictement monotone, alors il existe
un unique c € |a, b| tel que f(c) =

r
.

(b
0.

r
.

Exercice 4 Montrer que les équations suivantes admettent au moins une solution dans /.
1. 23—-222+2—-1=0,1=1,3].
2. 2cosz—xz=0,1=[0,n|.

I Exercice 5 Montrer que 23 — 622 + 6 = 0 admet une unique solution dans [—2, 0].
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I 1.3.1. Méthode de la dichotomie

Algorithme de dichotomie <

Données : f continue sur [a, b, f(a) - f(b) < 0, précision € > 0.

Etape 1. Poser a, = a, by = b.
Etape 2. Tantqueb, —a, > ¢ :

b
s m, = % (milieu).

* Si f(an) : f(mn) <0: Api1 = Oy, bn+1 = my,.

e Sinon:a, ; =m,,b, ;1 =b,.

Etape 3. o ~ m,, ala précision €.

Exercice 6 Soit « la solution unique de 23 — 12z + 17 = 0 sur R. Donner une valeur
approchée de a 2 10~! prés par dichotomie.

BEE Théoréme de la bijection

Définition 5 — Bijection

f + I — J estune bijection de [ dans J si tout élément de J admet un unique antécédent
dans I.

Théoreme 10 — Théoréme de la bijection

Si f est continue et strictement monotone sur /, alors f est une bijection de I dans f(I).

I 1.4.1. Bijection réciproque

Théoréme 11 — Propriétés de !

Si f est continue et strictement monotone sur I, alors f1 :
1. est continue sur J = f([),
2. ale méme sens de variation que f,

3. a pour courbe le symétrique de € ; par rapport a la droite y = x.

Exercice 7 Soit f(x) = 2% — 2z sur | — oo, 1].

1. Montrer que f est une bijection vers J a déterminer.
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Y

—2 -+ / [aq,bq] [“;vbo]

FiG. 1.5 : Principe de la dichotomie : encadrement successif de la racine «

10
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1 1 J 1 J
i ]
]
°

Bijection v/ Non bijection x Non bijection x

Fic. 1.6 : Bijection et non-bijections

Cy ty =22

_effl y:\/E

1 2 3

Fic. 1.7 : Symétrie de €y et Cy-1 parrapporta y =

11
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I 2. Tracer C et C -1 dans un repere orthonormal.

BEF Fonctions racines n-iémes et puissances rationnelles

Définition 6 — Racine n-ieme
Pour n € N*, 1a fonction racine n-iéme est la bijection réciproque de = > x™ de R™ dans
RT:

VRt = RY, y= 1z <= z=y"

Y

1 2 3 4

FiG. 1.8 : Fonctions racines n-iemes (n = 2, 3,4, 5)

Proposition 2 — Propriétés \

1. {/ est continue et strictement croissante sur R*.

2. (/z)" = et /z™ = x pour tout = € R
3. ymy =z 3y, wly= /Y.

4. V/Yr = .
Définition 7 — Puissance rationnelle N

PourrzgGQ,pEZ,qGD\I*et:vE[R*JF:
q

e
.

z" = gPl4 = /zP

r
\

12
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Proposition 3 — Régles de calcul N

L (zy)"=2"-y" 4. " g7 =gt
2. (x/y)" =a"/y" 5. 2" /a" = o
) =g 6. " =1/z"

Exercice 8 Ecrire sous forme d’une puissance :

Exercice 10 Comparer : /3, V4 et ¥/15.

\.
‘ Exercice 9 Simplifier :

13
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