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@ Math & Expert Avant-propos

Ce fascicule s’adresse a I'éléve qui achéve la premiére année du Baccalauréat Sciences Mathé-
matiques et s’appréte a entrer en deuxiéme année. Il n’est ni un manuel, ni un simple recueil
d’exercices : c’est un document de transition, congu pour consolider les quatre piliers sur lesquels
reposera toute ’année de terminale :

1. le calcul algébrique (bindme de Newton, sommes, factorisations) ;
2. le calcul des limites sous toutes ses formes;
3. la dérivation et ses applications;

4. 'étude complete d'une fonction et le tracé de sa courbe.
1. Mode d’emploi

Chaque chapitre suit la méme architecture, matérialisée par un code couleur constant :

M Définition / A retenir L’énoncé exact, celui qu'il faut savoir réciter.
M Propriété Les résultats immédiats, a utiliser sans démonstration.

M Théoréme / Exemple / Rap-  Les résultats structurants et leurs illustrations.
pel

[ Méthode / Astuce / Boite 8 Comment faire : la démarche, pas seulement le résultat.
outils

M Piege a éviter / Attention Les erreurs que I'on rencontre chaque année en copie.

Les exercices sont gradués de * (application directe) & * * * * (niveau olympiade ou concours).
Un badge doré indique la nature de 1’exercice : [B&8igié (application directe du cours), [Classigue (in-
contournable, a savoir refaire), [lfiipéfant) (exercice de synthése ou de concours) et [Ofigiial pour les
exercices composés spécialement pour ce document.

A retenir — Conseil de travail

Un cours de mathématiques se lit crayon en main. Cherchez chaque exercice au moins vingt mi-
nutes avant de regarder la correction : c’est pendant la recherche infructueuse que se construit
lI'intuition, jamais pendant la lecture d"une solution. Refaites ensuite I’exercice sans le corrigé,
deux jours plus tard. Cette répétition espacée vaut dix relectures passives.

2. Note sur les énoncés

Les exercices repris des documents sources ont été systématiquement vérifiés avant d’étre inté-
grés a ce fascicule : chaque énoncé a été recalculé et, le cas échéant, ajusté pour garantir sa cohé-
rence et I’existence d"une solution.

Astuce — Le test de cohérence, votre meilleur allié

Avant méme de chercher, testez 1'énoncé sur un cas simple (n = 1,n =2,z = 0,a = b). Si
la formule proposée est fausse pour n = 2, elle est fausse. Ce réflexe de trente secondes vous
évitera des heures de recherche sur un énoncé erroné — et vous fera gagner des points le jour
de I'examen, car il détecte aussi vos propres erreurs de calcul.
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PREMIERE PARTIE

Calcul algébrique

Factorielles et coefficients binomiaux, formule du binbme de New-
fon, sommes classiques, factorisations de référence et teles-
copage — l'outillage indispensable avant d’aborder les limites.




@ Math & Expert Calcul algebrique

Chapitre 1 — Coefficients binomiaux et binbme de Newton

Pourquoi commencer par la? En Terminale SM, les factorisations a™ — b", le bindme de New-
ton et les sommes télescopiques interviennent partout : levée d’indéterminations, récurrences,
suites, dénombrement, et plus tard nombres complexes et arithmétique. Un éléve qui maitrise
ce chapitre gagne un temps considérable sur tout le reste de I'année.

1. Factorielles

Définition — Factorielle N

Pour n € N, on définit n! (lire «factorielle n») par:

0l=1 et VneN, (n+1)!=(n+1)xmnl

De facon explicite : Vn € N*, nl =1 x 2 X .- xn = HZ=1 k.

I(

Remarque

La convention 0! = 1 n’est pas arbitraire : elle est la seule qui rende la relation (n + 1)! =
(n + 1)n! valable des n = 0, et la seule qui donne C? = 1. Une bonne convention est une
convention qui préserve les formules.

-

Astuce — Simplifier un quotient de factorielles

Ne développez jamais les factorielles. Ecrivez plut6t :

(n:l—!Q)! _ (n+2)(7;'+ 1) x n! — (4 2)(n+1).

Regle d’or :

; est un produit de k facteurs consécutifs descendant depuis 7.

(n— k)

2. Arrangements et coefficients binomiaux

Définition — Arrangements, combinaisons N

Soient n € N* et k € [0,n]. On pose :

| — = .
" (n—k) "kl (n—k) -l

-

Remarque

La notation C} (lire «k parmi n») est celle employée dans ce fascicule. Vous rencontrerez
aussi la notation internationale (}), de plus en plus répandue en classes préparatoires et dans
la littérature : les deux désignent exactement le méme nombre. Attention a 1’'ordre : dans C’,f,
n est l'effectif total (en bas) et k le nombre d’éléments choisis (en haut).

R. Abed — Agrégé de Math. Math & Expert | Préparation : Terminale S.Maths & 1 Bac S.maths 5
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@ Math & Expert Calcul algebrique

Propriété — Propriétés de base .

Soitn € N*.On a:
1.Cco=Ccr=1;

2.Cl=Crt=n (valable pourn >1);

Bl =01 = n(nT_D (valable pour n > 2);

4. Symétrie : Vk € [0,n], CF = CrF;
5. Formule de Pascal : Vk € [0,n — 1], Ck + O+t = L,
6. Formule du pion : Vk € [1,n], kCF =nCFL.

Méthode — Trois fagons de prouver une identité binomiale

(a) Par le calcul : on remplace chaque C/ par ﬁlk), et on met au méme dénominateur.
Infaillible, parfois long.

(b) Pardénombrement: C/F est le nombre de parties a k éléments d"un ensemble a n éléments.
Pascal se lit alors : « parmi les parties a k + 1 éléments de [1,n + 1], on sépare celles qui
contiennent n + 1 de celles qui ne le contiennent pas ». Elégant et instantané.

(c) Par identification de coefficients : on développe (1 4 )" de deux manieres différentes.
C’est la technique la plus puissante.

Piége a éviter

La formule de Pascal ajoute deux coefficients consécutifs de méme ligne pour donner un
coefficient de la ligne suivante. Ne I'écrivez jamais C} + CF = CFilni CF + CF | = -
Récitez-la sous la forme mnémotechnique : «deux voisins d’une ligne du triangle donnent celui

du dessous ».

&

3. La formule du bindme de Newton

Théoréme — Bindme de Newton
Soient n € N et (a,b) € R%. Alors :

(a+0b)" = Z Clan=kpk = Z Clakpn=F,
k=0 k=0

I r

Remarque

Les deux écritures sont équivalentes : on passe de I'une a I'autre par le changement d’indice
j = n — k, en utilisant la symétrie C;¥ = C»*. Le théoréme est valable dés n = 0 (et pas
seulement n > 2), a condition d’adopter la convention 0° = 1 lorsque a ou b est nul.

Astuce — Le terme général, sans se tromper

Dans (a + b)", le terme d’indice k est C,*a"*b*. Contréle systématique : la somme des expo-
sants doit toujours valoir n. Si vous écrivez C,*a"*b*1, I’erreur saute aux yeux.

R. Abed — Agrégé de Math. Math & Expert | Préparation : Terminale S.Maths & 1 Bac S.maths 6
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@ Math & Expert Calcul algebrique

Piege a éviter

(a—b)™ #+ > CFa™ bk 1l faut écrire a — b = a + (—b), d’otr

(a=b)" =Y (=DFCFanFpk,
k=0

Le signe (—1)" porte sur k, pas sur n — k.

-

[ Triangle de Pascal

n=5 1 5 10 10 5 &l +C2=02

n=6 1 6 15 20 15 6 1

Chaque nombre est la somme des deux nombres situés au-dessus de lui : c’est
exactement la formule de Pascal. La ligne n donne les coefficients de (a + b)™.

Exercice 1 — Développements par le binbme

Soient a,b € R. Développer a I'aide de la formule du binéme de Newton :

1L.(a+b)3 ; 2(a+b?* ; 3.(a+b)7 ; 4.(a—b)> ; 5. (2x—3)*

\

Correction

Les lignes du triangle de Pascal donnent directement les coefficients.

(a+b)3 = a® + 3a%b + 3ab? + b3,

(a+b)* = a* + 4a3b + 6a%b? + 4ab> + b*,

(a+b)" = a” + 7a8b + 21a°b? + 35a*b® + 35a3b* + 21a2b5 + 7ab® + b7,
(a —b)® = a® — 5a*b + 10a®b? — 10a2b> + 5ab* — b°.

Pour la derniére, on pose a = 2z etb = —3:

(2 —3)* =162* —4-823-3+6-42%2-9—4- 2127+ 81 = 162* — 9623 + 21622 — 2162 + 81.
Contréle : en faisant z = 1 on doit trouver (2—3)* = 1, et en effet 16 —96 + 216 — 216+ 81 = 1.
|

Astuce — Veérifier un développement en 3 secondes

Substituez a = b = 1 : la somme des coefficients doit valoir 2". Substitueza = 1, b = —1:
la somme alternée doit valoir 0 (pour n > 1). Ces deux tests détectent la quasi-totalité des
erreurs de calcul.

R. Abed — Agrégé de Math. Math & Expert | Préparation : Terminale S.Maths & 1 Bac S.maths 7
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@ Math & Expert Calcul algebrique

Théoréme — Cas particulier fondamental

Soient n € N etz € R. Alors (1 + x)" ZC’“ 2

Exercice 2 — Sommes de coefficients binomiaux

Soit n € N*. Montrer que :

1. zn:C,’f:T”;
k=0
2. Z DkCk =0;

[n/2] (n—1)/2]
3. en déduire que »  C* = Z C2hHl =
k=0

4. (complément) Z kCk =n2n-1,
k=1

Correction

1. et 2. On applique le bindbme a (1 + 1)" puisa (1 —1)"

n

2% = (1+1)" Z 0=(1-1"=> (-DCk (n>1).

k=0

3. Notons P = Z Chketl = Z Ck. Les deux relations précédentes s’écrivent P + [ = 2"
k pair k impair

et P — I = 0. Ce systéme donne immédiatement P = I = 2" 1,

4. Par la formule du pion : kC} = nC ¥, donc

n n - n—1
> kCE=n)_CF = ny Cl =n2""'M
k=1 k=1 §=0

Astuce — Le réflexe «je dérive »

La question 4 se traite aussi en dérivant I'identité polynomiale (1 + z)" = Y, Cra*:
n(l+z)" ZkC’k k=1 puisz = 1.

Dériver puis évaluer est la technique reine pour faire apparaitre un facteur k; intégrer puis
évaluer fait apparaitre un facteur k+—1 Gardez-la en mémoire, elle resservira toute 1’année.

Chapitre 2 — Factorisations de référence et télescopage

4. La factorisation de ¢ — b"

R. Abed — Agrégé de Math. Math & Expert | Préparation : Terminale S.Maths & 1 Bac S.maths 8
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@ Math & Expert Calcul algebrique

Théoréme — Deuxiéme identité remarquable généralisée

Soient n € N* et (a,b) € R?. Alors :

Méthode — Démonstration par télescopage

Posons u, = a*b™ * pour k € [0, n]. Alors

i
L

n—1 n—1
(a—b) akfpn 17k =N (gktlpnTloh _gkpntR)y =N () —uy) = u, —uy = a — b,
k=0 k=0 0

x>
i

Principe du télescopage : si un terme s’écrit v, ; — v, la somme «se rétracte» et il ne reste
q

que les extrémités : E (Vg1 —Vg) = vg41 — v, Cest l'outil n°1 pour calculer une somme sans
k=p

récurrence.

[ Le télescopage : tout s’annule, sauf les deux bouts

chaque terme intérieur apparait deux fois, avec des signes opposés

N\ N\
(W)= 37 + 30 — 35 + ¥ — - + et — (U]
survivant survivant
n—1
(Uk*UkH) = Ug — Uy

=
Il

0

C’est tout le principe du télescopage. Dés que vous parvenez a écrire le terme général sous la

forme w, — wu,,,, la somme est calculée d’avance : seuls survivent le premier et le dernier terme.

Propriété — Cas particuliers a connaitre par coeur

an —pr o
Samp S T @ 0)
k=0

n
ol—z"=(1—2)) z*

fury

b
o

|
—

ea" +b" = (a+b) Y (—1)*a™ 1"Fb* (n impair)
=0

=

Piege a éviter

I r

a™ 4 b" n’est factorisable par a + b que si n est impair. Pour n pair, a” + b" ne s’annule jamais
(sauf a = b = 0) et nadmet donc aucune racine réelle : a® + b? est irréductible sur R. Test
mental : a = 1, b = —1 annule-t-il a™ + b™?

Exercice 3 — Développement limité de - «a la main »

Soientn € Navecn > 2etx € R\ {1}.

R. Abed — Agrégé de Math. Math & Expert | Préparation : Terminale S.Maths & 1 Bac S.maths 9
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@ Math & Expert Calcul algebrique

n—1
1. Montrerque 1 —z" = (1 —x Zx’“

k=0
1 n—1 "
2. (a) Endédui = k
(a) ndedulrequel_x ;:v +1—x
. . z_ (e 1 2 3 4
(b) Application : vérifier que T = l+z+2°+2°+ T
3. On suppose de plus x # —1.
n—1
1)711,71
Mont = A
(a) Montrer que ZO Tz
(b) Application : vérifier que L 1—ax+a2%—23+ -
PP ' He = 1+

Correction

1. C’est le théoreme précédent aveca = 1 et b = z.

1 — -1 n n—1
2.(a) On divise l'identité par 1 —x # 0 : z" Z , C'est-a-dire - z*,
= —x 1—=x e
d’ot le résultat.
(b) C’estle cas n = 4.
3.(a) Onremplace = par —z dans 2.(a) : —— Zl - 1 YVeak 4 D
. x —T o T _
P > 1+2

T
(b)Casn=14:(—1)*= 0

Cette 1dent1te est votre premier développement limité. Elle dit que 1= vaut « 14z +--+2"*
a un reste ;— pres». En Terminale et surtout en prépa, ce type d’ecrlture «partie principale +
reste Controle » est la clef de tous les calculs de limites fins. Retenez le mécanisme, pas seulement
le résultat.

(.

5. Les sommes classiques

Boite a outils — Les trois sommes a connaitre par coeur

Pour tout n € N* :

= n n 2 2
Slzzk:w7 Szzzk2:n(n+1)6(2n+1)’ ngzk3=n(n+1) _
k=1

Méthode — Démontrer S, par télescopage (sans récurrence)

On part de I'identité (k + 1)3 — k3 = 3k% + 3k + 1 et on somme pour kde 1 an :

o

n

> [(k+1)8 — k3] =35, + 38, +n.
k=1

=(n+1)3—1 (télescopage)
Dot 35, = (n+1)3 — 1 — 322 et apres simplification 5, = “HEntl),

Le procédé se généralise : pour obtenir S, partez de (k + 1)P"" — kP*! et sommez. C’est bien

R. Abed — Agrégé de Math. Math & Expert | Préparation : Terminale S.Maths & 1 Bac S.maths 10
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plus rapide qu'une récurrence, et surtout cela trouve la formule au lieu de la vérifier.

Astuce — La belle formule S; = S?

13423+ 4+ n% = (142+ -+ n)? Cette égalité surprenante se retient trés bien et sert de
test immédiat : pour n = 3,1+ 8 + 27 = 36 = 62. /

Exercice 4 — Sommes emboitées

" Soitn € N,
1. Calculer T, = Z k(k + 1) en fonction de n.
k=1

1 1 1 - 1
2. Vérifi ———— = - — ——, puis calcul = —_ .
Vérifier que WD) "k 5 1 Puis caleuler U, ; Kt 1)

3. En s’inspirant de la question 2, calculer V,, = Z i . (Indication : chercher o
k=1

1
k+ 1)k +2)

1 _ 1 1
tel que S [k(k+1) B (k+1)(k+2)]')

4. Déterminer lim U, et lim V.
n—+00 n—-+o0o

- J

Correction N

= +1)2n+1) nn+1) nn+1)
LT, =S (K2 +k) = 8, + 5, = " = on+1)+3] =
nk§:jl<+) 2 + S G + = 5 [@n+1)+3]
nn+1)(n+2)

5 .
1 1 (k+)—k 1 ) N L TN B
o T T NG _k(k+1)"/Partdesc°page'U"_;(k; k+1>_ nt+l
n
n+1 By By
3.0na 1 — 1 = G2 — = 2 ,donca = 1et

k(k+1) (k+1)(k+2) kE+1D(k+2) kk+1)(k+2) 2

n

1 1 1 1r11 1 1 1
Vnzﬁkzz;[k(k+1)_(k+1)(k:+2)]:ﬁb m+1)(n+2)) 4 2m+1)n+2)

4.U, —letV, —» 1.1

Astuce — Reconnaitre une somme télescopique

1
Devant Z T Y cherchez toujours a écrire le terme général comme une diffé-

rence de deux termes consécutifs d’'une méme suite. Signe qui ne trompe pas : le dénomina-
teur est un produit de facteurs consécutifs.

R. Abed — Agrégé de Math. Math & Expert | Préparation : Terminale S.Maths & 1 Bac S.maths 11
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DEUXIEME PARTIE
Calcul des limites

Les sept formes indéterminées et les stratégies pour les lever :
factorisation, quantité conjuguée, taux d’accroissement, limites
trigonométriques de référence, encadrements et partie entiéere.
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Chapitre 3 — Stratégie rale face a une limite

A retenir — Les quatre questions a se poser, dans cet ordre

1. Y a-t-il vraiment une indétermination ? Substituez d’abord. Dans 60 % des cas, la limite
s’obtient par simple substitution.
2. De quelle forme s’agit-il? %, 2, 00 — 00,0 % c0,1%, 0%, c0°.
3. Quel est 1’outil adapté a cette forme? (voir le tableau ci-dessous)
4. Ai-je le droit de conclure ? Limite a gauche = limite a droite? Le domaine autorise-t-il ce
voisinage?
.
Boite a outils — Tableau de décision
Forme Contexte Outil
= fraction rationnelle Factoriser par (z —a); division euclidienne; ™ —
0 pn
0 . . ltioki 1 e
0 présence de radicaux Multiplier par la quantité conjuguée
0 o 1) — fla . o
— on reconnait fl@) = #a) Taux d’accroissement : la limite est f/(a)
T—a
8 . . sinu l—cosu
— trigonométrie — =l — =3
Q - p_o 2
— polyndmes / rationnelles Termes de plus haut degré
00
00 — 00 radicaux Quantité conjuguée, puis factoriser par |x|
0 x oo produit borné x quelque chose Encadrement (théoréme des gendarmes)
[J Face a une limite : I'arbre de décision
[1. Je substitue z — a} pas d'indétermination Va,|eur obt.em-_je :
c’est la limite
g X oo—-—00 0xoo
2 Quelle forme mdetermmee’?
— 0U o0 — 0
ratlonnelle radlcaux trlgonometne €9
Factoriser Quantité sinu _, q Plus haut degré
par (z — a) conjuguée poser h —r—a factoriser par |z|
I I I I |
3. Je vérifie : le point est-il dans le domaine ? les limites a
gauche et a droite coincident-elles ? ai-je écrit V22 = |z[?
Suivez toujours cet ordre. La derniére étape n’est pas facultative : c’est
elle qui distingue une réponse juste d’'une réponse «presque juste ».
R. Abed — Agrégé de Math. Math & Expert | Préparation : Terminale S.Maths & 1 Bac S.maths 13
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Piége a éviter — La faute la plus coliteuse

V2?2 = |z| et non z. Lorsqu’on factorise sous une racine au voisinage de —oo :

x\/m six — +oo,
_:Em siz — —oo.

Oublier le signe en —oo est I'erreur numéro un des copies de Terminale.

-

1. Limites de fonctions rationnelles

Méthode — Forme % pour une fraction rationnelle

Si }}L‘}L Pg; est de la forme 3, alors a est racine 4 la fois de P et de Q. Donc (z — a) divise P et
P P
PE)=(@-dR@), Q@) =E-0Q@). o= @ta.

On recommence tant que la forme reste indéterminée.

Trois fagcons d’obtenir P, : division euclidienne posée, schéma de Horner (le plus rapide), ou
identification des coefficients.

Astuce — Horner en dix secondes

Pour diviser 2* — 22® + 2% + 2 — 1 par # — 1, on aligne les coefficients 1, —2, 1, 1, —1 et on
«descend-multiplie-additionne» par 1 :

1-11-2=-1—--1.141=0—-0-14+41=1 —-1-1—-1=0.

Le dernier nombre est le reste (ici 0 : 1 est bien racine) et les précédents sont les coefficients
du quotient : 2° — 2% + 0z + 1.

Exercice 1 — Fractions rationnelles, forme %

Calculer les limites suivantes :

1. lm ————;

1‘3—2w2+$—2_

2.1
3 ati—16
ot =23 4t —1
3. lim .
1 24+ x—2

Correction

1.322 -2z —1=(x—1)Bx+1)etz® —1=(x—1)(z?2 + 2+ 1), donc

) (x—1)(3x+1) . 3z +1 4
lim =lim— = —,
a1 (x—1) (2?2 +24+1) z-1224+2+1 3

222222+ —-2=2%(z—2)+(z—2) = (z—2)(x®> + 1) etz* — 16 = (x — 2)(z + 2) (x> + 4),
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, (z—2)(z>+1) 5 5
ESQFQXx+%@9+®__4x8_§5

3.Par Horner, 2% — 223 + 22 +x— 1= (z—1)(2® — 22 + 1) et 22 + 2 — 2 = (z — 1)(z + 2). Donc
1-14+1 1

la limit t = —.
a limite vau ) 3

Astuce — Factorisation «a vue » par groupement

Dans la question 2, on a repéré z° — 222 + x — 2 = 2%(x — 2) + 1 - (z — 2) : le groupement par
paires évite toute division. Cherchez-le systématiquement sur les polynémes de degré 3 a 4
dont les coefficients se répétent.

Théoréme — La limite fondamentale

Pourn € N*eta € R*:

n n

. T —a . 7. .
lim — =na™ ", en particulier lim
T=a T —a z—1 x— 1

-

Méthode — Le quotient de deux limites fondamentales

x
Pour lim pramErARy divise haut et bas parz — 1:

z—1 29 —
P —1
l‘p—lz J— ,B
x?—1 z9—1 21 q
r—1

Astuce a mémoriser : «la limite est le rapport des exposants ».

Exercice 2 — Quotients de puissances

Calculer :
‘ 3 R 22024 _
1 }glg}:c‘l— ! 2r—>2$4—16’ 3:1z£>r} 21717
.1’2025 + 1 ) m2016 1 (3 _ )n -1 .
4 xlggl 217417 > il{)r} 22015 _ 1”7 6 :lc—>2 r— ;mEN

Correction

1.3 3 2024 g 2016
c1 27 " 2015
3 3_93 2
. B _ -8  (z°-2°)/(z—2) 3-2%
2.Onserameéne en 1 par x = 2¢, ou plus simplement : =16 (2 =20z —2) adwiie

123
32 8
4. Les exposants 2025 et 17 étant impairs, 22°?° + 1 et 2!7 + 1 s’annulent en —1. En posant
9B = =5 ¢

562025 + 1 - —(t2025 . 1) B 752025 -1 . 2025

271 (17 —1)  tIT—1 -1 17

3—x)"—1 "1
6.0nposeu:3—a::quandx—>2,u—>1etx—2:1—u.Donc< :E)2 — T — —n.
T — U —
|
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Piege a éviter

En question 4, si 'un des exposants avait été pair, le dénominateur ne se serait pas annulé en
—1 et il n’y aurait eu aucune indétermination. Vérifiez toujours que vous avez bien affaire a
une forme § avant de dégainer une technique.

Exercice 3 — Autour du bindbme et des limites

Soit n € N avec n > 2. Calculer :

n__
z—0 xT
1 n—1-—
2. lim 1¥ 2 —17ne,
rz—0 x
3. fim (LH®)" =27
z—1 x—1
4 lim (1+2)" =27 — 27" In(z —1)
’ r—1 (CC — 1)2 '

Correction

On utilise (1 + z)" = Z Cla* =1+ nx + C22? + 23R(z) ou R est polynomiale.
k=0

I.M:n—l—Cﬁx—l—ﬁR(az) — n.
T
2. Chid) 2—1—nx =C,%+xR(x)—>C’3=—n(n_1>.

T 2
3.0nposeh=x—1,doncl+z=2+h:

(2 + h)" — 27
h h—0

y (t> 1) (2) =n2n L,

4. Avec le méme h et le bindme (2 + h)" = Y, CF2m=Fhk
(24 h)" =27 +n2" Lh + C22"2h2 + O(h3),

n(n—1)

5 2" 2 =n(n—1)2" 3 N

donc la limite vaut C22"~2 =

Exercice 4 — Une somme géométrique déguisée

Soitn € N, n > 2. On considere f définie par

r+ai+- 42" —n n(n+1
fla) = ST g, g ="
x
nLozk -1
1. Montrer que Vx € R\ {1}, f(z) = T
k=1
k
—1
2. Montrer que lim < =k.
z—=1 r—1

3. En déduire que lin} f(x) = f(1); que peut-on en conclure sur f?
T—
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4z +a"—
(2—z)"—1

4. (complément) Calculer lirr}
r—r

&

Correction

n

Lz+a?+-+a"—n=) (a¥—1)puisque’, | 1 =n.Endivisantparz—1 + 0 on obtient

k=1

le resultat
xF—1 k1

2. =l e oo qp g 0 I
x—1 r—1

3. La somme étant finie (n termes fixes), on peut passer a la limite terme a terme : lirr} flx) =
r—

< n+1 ,
Z = f(1). Donc f est continue en 1.
k=1
2= @) =1l -1
4.Ledénominateur:enposantu:2—33—>1,onaw—1:1—uet( x)l - T
95 — ) —
—n. Par quotient :
hmx—i----—i—m”—n _ n(n+1)/2 :_n—i—l‘.

=1 (2—xz)"—1 —n 2

Astuce — «Découper la somme » .

Le coup de génie de la question 1 est d’écrire n = 141+ ---+ 1 pour apparier chaque 1
n
avec un z*. Chaque fois qu'une constante entiere apparait en face d’'une somme de n termes,

essayez ce découpage.

Chapitre 4 — Expressions irrationnelles : la quantité conjuguée

Méthode — La quantité conjuguée N

On utilise l'identité (A — B)(A + B) = A% — B? pour faire disparaitre les racines :

2

Vo= \/_+\/’ ﬁ_cz\/ﬂ+c'

Ou multiplier? La ou se trouve l'indétermination : au numérateur si 8 vient du haut, au
dénominateur sinon, aux deux si les deux sont concernés.

Astuce — Racines cubiques

Pour /u — /v, la conjuguée est A2 + AB + B?, car (A — B)(A% + AB + B?) = A® — B3. Plus

n—1
généralement, avec A = {/u : multiplier par Z An~1=F Bk (C’est encore la factorisation de
k=0

a™ — b" du Chapitre 2!

Exercice 5 — Conjuguée en un point

Calculer :

2 — \/x+2 R et
1. Iim ————— . lim ;
=23 —+/2x+5 a1 1 —\/x
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Vb5 —V2zr+1 Vr+1—V7T—=x
3. lim ; 4. lim .
z—4 ry/x — 8 =322 +3 — /15 — 2z

Correction

1. On conjugue haut et bas :

—Vz+2 (4—(z+2)B++v2z+5) (2—2)3++v25+5) 3+v2z+5

2
3—vV2z+5 (9—(2z+5)2+vVz+2) (@—-22)2+vVrx+2) 202+vVz+2)

Ena — 3+3 3
S T2x4 &
2.z2—vz=r(yzr—1etl—2>=—(z—-1)(22+z+1)=—(vz-1D(Vz+ 1) (@2 +z+1),
donc s )
1-2° —(Vz+1)@E"+z+1) _9x3—_g
.’E—\/E \/E rx—1
. (x+5)—(2z+1) 4—x . . 5
3. Numérateur : = . Dénominateur : —8 = —
VEt5+v2m+1 vat5+ o+l e (V=)
23:(\/5—2)(:c+2\/5+4)et\/§—2:%.D’oﬁ
4—z VT +2 B —(vVr +2)
Vi+s+vV2z+1 (z—4)(@+2vz+4) (WVe+s5+vV2+1D)(z+2/zc+4)
Enx=4: —1 :—i.
6 x 12 18

4. En conjuguant les deux :

08 9r—6 VI +3+vIh—22 1 V2w +3+VI5—22

(22+3)—(16—22) 4, _ 19 — 9 —
T dr—12 x4+ 14+V7T—=x 2 Vz4+l+V7T—2

1 3+3 3
Eng—3:2.505_3 g
nz=3:5 57971

2. Formes oo — oo a Pinfini

Méthode — Le protocole en trois temps N

Pour liril (v P(z) — az — f8) avec P de degré 2 :
T—+00

1. Comparer les termes dominants. vaxz? + bx + ¢ ~ |z|\/a. Si v/a # || (au signe pres), la
limite est 4-00 : c’est fini.

P 2,2
2. Siles termes dominants se compensent, conjuguer : \/ P(z) — az = M.
VP(z)+ ax

3. Factoriser par x en haut et par |z| en bas, puis conclure.

Exercice 6 — Discussion selon deux paramétres

Soient o, B € R.
1. Discuter, selon les valeurs de « et 3, 1a limite lim (1/422 — 3z + 2 —axz — ), puis lim
——00

T—+00
de la méme expression.
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2. Applications : calculer

(a) lim (Va?2—2+1—2zx+3)et lim (Va?—ax+1—22+3);
T——00

Tr—+00

(b) lim (v/922 —5x+4+ 3z +2).
T——00

Correction

1.En+oo:\/43:2—3304-2:3:,/4—%4-%~2x.
» Sia#2:vV4x? —3x+2—ar ~ (2— a)z, lalimite est +oo si a < 2, —oo si a > 2.

—3z + 2
» Si a = 2 : on conjugue, V4z?—-3x+2 — 2z = T =
Vaz? — 3z +2+ 2z
z(—3 + 2)

-3
— ——. La limite vaut donc —2 — 3 (finie pour tout 3).
z(1/4—2+ 2% +2)
En —oo : cette fois V422 —3z+2 = —xy/4— 2+ 2% ~ —2z. Le cas de compensation est

—3z +2 o(—3+ 2 3
a = —2, etla conjugaison donne alors T = ( 1’> — —; la limite
Var2 —3z+2—-22z —az(vV4—-+2) 4

vaut 3 — 3. Pour o # —2 la limite est infinie.

2(a)Icive? —z+1~|z|.En+o0:~2—22 = —2 - —00.ENn—00:~ —2—22 = —3z — +o0.
Pas de compensation dans les deux cas.

(b) En —o0, V922 — 5z + 4 ~ —3z et —3x + 3z = 0 : compensation.

— 4 —54 4
Vor? — 5z +4+3r = — oo + = 2(5+5) -
V9xs —5r +4 — 3w —z(1/9— 2+ % +3)

S|

La limite cherchée vaut % +2= %. [ |

Exercice 7 — Combinaisons de racines

1. lim (\/1’2—96+1—2\/x2+2x+2+\/x2+a:+1>.

T—+00
2. Méme question en remplagant le coefficient 2 par un parametre m € R; discuter selon m.

VB +1—-5V2x+2+Vr+3+6x
3. lim .
z—1 bz +4 — 6z + 3

Correction

1. On regroupe astucieusement pour former deux différences :

E(:E):(\/l‘2—:13+1—\/l‘2+21:+2>+<\/$2-|-.')3+1—\/1132-|-2.’1}+2>.

A(z) B(z)

—r—1

—3r—1 -3
— — et B(x) = —
V2 +zrz+14+vVa2+2x+2

. Va2 —z+ 1+ Va2 + 2z +2 2
_7. Donc E(z) — —2.
2. Avec m quelconque, le terme dominant est (1 —m + 1)z = (2 — m)z. Si m # 2 la limite est

+00 (signe de 2 —m); si m = 2 on retrouve le cas précédent et la limite vaut —2.
3. Numérateur N (z) et dénominateur D(z) s’annulenten 1 (N(1) = 2—-10+2+6 = 0,

Or A(z) =
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D(1) =3 —3 = 0). On écrit chaque racine sous la forme \/u(z) — \/u(1l) = %, puis

on divise tout par x — 1:

N@ , 3 , 2 1 35 1 .9 D& 5 6 _ 1
r—1 2.2 2.2 2.2 402 X xr—1 2.3 2.3
D’otl la limit =-—27.1

Ou&lll’l’lle_l/6

Astuce — Le «théoréme du taux d’accroissement » déguisé

u(x) — y/u(1)

r—1

Dans la question 3, chaque calcul du type lin} n’est rien d’autre que la dérivée
Tr—

(1
en 1ldez - /u(z), c’est-a-dire M C’est beaucoup plus rapide que de conjuguer terme
2/u(1)

a terme — on y reviendra en Partie III.

Chapitre 5 — Limites trigonométriques

Boite a outils — Les trois limites de référence
Pour touta € R :

sin(ax)

lim ———= = a, lim ———= = q, 111’11—2:—.
z—0 T z—0 T z—0 x 2

tan x

les trois valent 1 en 0

s fud
6 3

Sur]0,%[onasinz < x < tanz, donc cosx < L < 1. Les deux gendarmes cosx et 1
tendent vers 1 : le prisonnier n'a pas le choix. Retenez I'image : prés de 0, le sinus est I'identité.

Méthode — Le changement de variable qui raméne en (

Toutes ces limites sont en 0. Face a lim avec de la trigonométrie, posez systématiquement
r—a
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h = x — a et développez avec les formules d’addition. Exemple :

. sinZ p—z—m,. sSin(mr+nh . —sinh
lim =" lim ( ) =li = —1.
T=T L — T h—0 h h—0 h
Astuce — Les trois identités qui débloquent tout
.2 : +q — . . +q s —
1—cosx = 2sin” 7, cosp—cosq = —2sin 254 sin 254, sinp—sin g = 2 cos 54 sin 21,

La deuxiéme et la troisieme transforment une différence (forme indéterminée) en produit (cal-
culable). Réflexe absolu.

Exercice 8 — Batterie de limites trigonométriques

Calculer :
. sin2x —2sinx
1. im —MM—;

x—0 .’173 !

cos2x — cosdx

4

2. lim

z—0 :U2

5. 1im ST

z—1 x—1

tan(z? — 3z)

7

4. lim ;
z—3 r—3
. \/§ sinx —coszx
5. lim p= ;
z—7/6 T— 5
cos(Z
6. lim —( 2 a:) ;

z—1 1 —1 !

7. lim (1 —sinz)tanz;
z—7/2

. 2cosz—V2
8. lim —~ %
z—7/4 rT—y

Correction

2si -1 1
1.sin 2z — 2sinz = 2sina(cos  — 1), done ——— . 2T~ 9 (—5) — 1.
T T
2sin 3z sin sin3x sin
2. cos 2z — cos dx = 2 sin 3x sinz, donc 2 me =2 mor s —2x3x1=6.
T T T
3.h=x—1: sin(r + 7h) = —eilmi) — —
h h
tan(z(z — 3
4.x2—3x=x(x—3),donCM-x—>l x 3 =3.
x(z —3)
5.V3sinz — cosz = 2sin(z — 7), d’ott la limite 2.
cos(Z+Zh) —sin(Zh) T

6. h/ == — 1 . 2 2 = 2 = =

. h h 2

T . cos h —cosh
7.h=r—5:1—sinyx =1—coshettanz = —coth = —*, donc (1 —cosh) - sinh
1—cosh h 1
— 72 -Smh-hcosh—>—§><1><0:0.
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8. C’est le taux d’accroissement de = > 2 cos z en 7 : la limite vaut —2sin § = —/2.1

Astuce — Reconnaitre asinz + bcos x

asinz + bcosz = Va? + b2 sin(z + ¢). Dans la question 5, \/3sinz — cosz = 2sin(z — %) :
le point § oti 'on calcule la limite apparait directement. Chaque fois quun énoncé fait tendre
vers un angle remarquable, cherchez cette écriture.

Exercice 9 — Limites trigonométriques d’ordre supérieur

Soient n,m € N* eta,b € R7.
1—cos"z
1. Iim ———;
z—0 1 —cos™ x

cosx + cos2x + cos3x — 3

2. lim . ;
x—0 =
3. lim S08(07) —cos(br)
x—0 T
4 lim 1 — cos x cos z;,; - cos(nx) ;
x—0 T
r—7/2 COSZn

6. lim(a — ) tan(%), a e R

T—a

\

Correction

1.Avecc=cosz:1—c"=(1—c)(1+c+--+c"* 1), donc

1—c" l4c+-+c*! o1 n
l—cm  14c+-Fc™l a0 m

—T7.

& 3
5 Zkzl(cozkx—l) _ _Z 1—cc2)ska: . 14449
v = 7 2
3 (1 — cosbr) —2(1 — cosazx) . b2 — a?
xT
4. Notons P,, = cos x cos 2z --- cos nx. On télescope :

n

n
1-P, = Z(Pk—l —B,) = ZPk_l(l —coskx), avec Py=1.
k=1 k=1

. 2
Comme P,_; — et 1=5%kz _, ko

lim
x—0 X

1—-P, _ik2 n(n+1)(2n+1)
2R 12

(La variante avec cos? a la place de cos double le résultat : ﬂ”—“@.)
5. Posons s = sinz — 1 et rappelons cos?z = 1 — s = (1 — s)(1 + s). Chacun des n facteurs
vaut1 —s* = (1 —s)(1+ s+ -+ s*1), donc

M=) _ Q=9I , (04451 [ (0+s+-+s)  nl
cos?" x (1—s)"(1+s)" (14 s)" s—1 21
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. mr _w wh —_— h
6.h—x—a,%—E—i—g,donctan%——cot%et
mh  2a iy 2a
a—z)tan — = h cot — = — . —2a — |
( ) 2 2 0 tang—g T

-

Astuce — Le télescopage multiplicatif

La question 4 illustre une technique précieuse : pour évaluer 1 — u;u, - u, quand chaque

ug, — 1, écrivez
1— Huk = Z(Hu]>(1 — uy,).
fe=1l

k=1 j<k

On transforme un produit récalcitrant en somme de termes que 'on sait traiter. Cette idée est
le cceur de nombreux exercices de concours.

Chapitre 6 — Ordre, encadrements et partie entiére

Théoréme — Théoréme des gendarmes

Sig(z) < f(z) < h(x) au voisinage de a et si liin g(x) = liz)n h(z) = ¢, alors lign f(z) =4

Version «borné x petit» : si f est bornée au voisinage de a et limg(z) = 0, alors
r—a

lim f(2)g(x) = 0.

Piége a éviter

'_‘I

lim 2 cos — = O ne se démontre pas en écrivant «cos = — quelque chose ». Cette limite n’existe
T— xz

pas! 1 faut écrire |22 cos 1| < x — 0. Un facteur borné n'a pas besoin d'avoir une limite.

O Le théoreme des gendarmes en action

Y

<
|
]

y=-—x

La courbe oscille une infinité de fois pres de O : cos%

n'a aucune limite. Mais
elle est prisonniére du couloir doré, qui se referme sur O : la limite du produit

est donc 0. Tout I'esprit de la méthode est la — on ne calcule pas, on enferme.
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Définition — Partie entiére

Pour z € R, E(x) (ou |z]) est 'unique entier vérifiant

E(z)<z< E(z)+1, c’est-a-dire r—1< E(z) <.

A retenir — Lencadrement universel

VeeR, z—1<E(x)<cz

Toute limite contenant une partie entiére se traite avec cet encadrement, jamais autrement.
C’est le seul outil dont vous disposez : E n’est ni continue, ni monotone au sens strict, ni
dérivable.

Yy
s Y=1
,
’
’ 1
, y=1x—
S e
E /, /,
y = E(z) A
\\ —
, R
, ’
, ,
, ’
L Denld)
, ’
\/ /
L
s
o x
, ,
, p. L
, ’
H(
, ’
, ’
, ’
, ’
, ’
’ ,
P 7
,

L'escalier reste toujours dans la bande dorée : x — 1 < E(x) < . Divi-
sez cet encadrement par x et faites tendre x vers +oo : les deux bords tendent vers 1,
E(x)

x

donc — 1. Un seul dessin, et toutes les limites avec E deviennent évidentes.

Méthode — Limite d’une expression avec £

1. Encadrer E(u) paru —1 < E(u) < u.

2. Multiplier par le facteur restant en surveillant son signe : c’est ici que se joue tout 1’exer-
cice.

3. Faire tendre les deux bornes et appliquer les gendarmes.

Exercice 10 — Encadrements élémentaires

Calculer :
, . . 1 ) sinx
1. lim (z+sinz); 2. limz%cos—; 3. lim
r—400 x—0 x rx—+00 X

Correction

l.x —1<z+sinzxetz—1— 400, donc la limite est 400 (minoration suffit).
2. |z% cos 1| < 2* — 0, donc la limite est 0.
3.2z < 1 — 0, donc la limite est 0.

Exercice 11 — Une minoration a construire
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1

1. Montrer que Vz € R, ———— < —2z.
r—vVz2+1
3r —xsinx
2. Endéduire lim ———.
T—+00 r—\ax + ]_

Correction

1. En multipliant par la quantité conjuguée :

1 V2T +1
_IEVEE (a4 Va2 1)
r—V22+1 22— (22+1)

Orpourz > 0onavaz?+ 1> Va? =z, doncz+vaz? +1 > 2z, cest-a-dire —(z+ V22 + 1) <
—2z.v/

2. Pour x > 0,3 —sinz > 2 > 0donc 3z — zsinzx = z(3 —sinz) > 2z > 0. Comme
x_\/ﬁ < —2zx < 0, en multipliant I'inégalité positive par ce nombre négatif :

P — "
ST ENT < 9p x (—22) = —4a? ——— —o0.
xTr — x2 —+ ]_ T—+00

La limite vaut donc —oco. B

Piege a éviter

Etape critique de la question 2 : on multiplie une inégalité par une quantité négative, donc le
sens de l'inégalité s’inverse. Ecrivez toujours explicitement le signe du facteur avant de multi-
plier.

Exercice 12 — Partie entiére et limites

1. Calculer lime<1>, lim l‘E(l) et lim xE<1>
x—0 x T—+00 xX T——00 €T

2. Calculer lim zFE(z)et lim zE(x).

Tr—+00 T——00

3. Soient o € R* et § € R. Calculer lim xE<B> et lim sinz (l’ — E(1>>

z—0 (v X x—0 X

Correction

1. Encadrons : l —1< E<l> < 1
T T z

» Siz >0:enmultipliantparz >0, 1—z <zE(1) <1.

» Siz < 0:enmultipliantparz <0, 1 <zE(1)<1-—u.

Dans les deux cas les bornes tendent vers 1 quand z — 0 : la limite est 1.

En +oo:deésque |z| > 1,1 €] — 1,1, donc E(1) = 0si0 < 1 < 1 (c'est-a-dire z > 1) et
E(1)=—1si—1< 1 <0 (cest-a-dire z < —1). Ainsi

x

2.2—1< E(x) < z.En+oo (z > 0) : z(x — 1) < zE(x), donc +00. En —oc0 (z < 0) :
r-x<zE(z) <x(xr—1),etr? - +oo, donc +oo. Dans les deux cas la limite est +oc.
3.Onencadre 2 — 1 < E(2) < & (si B # 0); en multipliant par £ (signe a discuter) les deux
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bornes tendent vers g : la limite est é (Si g = 0 I'expression est nulle, et g = 0: la formule
o
reste valable.)
. 1
Enfinsinz-z — Oetsinz-E(1) = $22.2F(1) - 1x1 =1, donc lir%sinx (a: — E(—)) =—1.
r— K
[ |

Astuce — La bonne réaction devant £

Ne cherchez jamais a «calculer» E : cherchez sur quel intervalle E(u) est constant. Pour

lil’_El zE(=), remarquer que E(1) = 0 pour z > 1 régle la question en une ligne, sans aucun
Tr—+00 9B

encadrement.

Exercice 13 — Partie entiére : étude locale fine

Soit f définie par f(x) = %\/5)
1. Déterminer 2D 7

2. Calculer lim f(z).

T—+00

3. Soit k € N\ {1}.
(a) Exprimer f(x) en fonction de z et k pour z € |k?, (k+ 1)?[ puis pour = € [(k—1)% k?[.

(b) Calculer lim f(x)et lim f(z).La fonction f est-elle continue en k??
z—(k2)* z—(k2)~

\

Correction

1.1l faut x > 0 (racine) et z # 0 (dénominateur) : D; =]0, +ool.

2.z —1< E(yz) < \/z, donc pour z > 0: Vo=l < f(x) < \/75 = L.Les deux bornes

o =

B

tendent vers 0 : lim f = 0.
+o0

3.(a) Siz €]k?, (k+1)?[alors \/z €]k, k+1[donc E(y/z) = ket f(z) = g Size[(k—1)2% K

k—1
alors \/x € [k — 1, k[ donc f(z) = —
k 1 k—1
(b) :Hli(rkr;)+ flz) = il et xﬁli(rkr;)i flz) = o Ces deux valeurs different (leur écart vaut

2z # 0) : f n’admet pas de limite en k?, elle y présente un saut. H

Exercice 14 — Une somme de parties entiéres

Soit z € R fixé. Pour n € N* on pose S,, = Z Elkz) .Calculer lim S,,.

n—-+0oo

Correction

Pour chaque k : kx — 1 < E(kz) < kx. En sommant pour kde lan:

n
n(n+1 n(n+1
ﬂv%—n < E E(kx) < .’IJ%
k=1
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En divisant par n? > 0:
z(n+1) 1 z(n+1)
2n n 2n

T x
Les deux membres tendent vers —, donc lim S, = —
2 n—+4o00 2

Astuce — Pourquoi n? au dénominateur ?

L'erreur commise en remplagant chaque E(kx) par kx est au plus 1 par terme, soit au plus n
au total. Divisée par n?, cette erreur globale tend vers 0 : c’est exactement ce qui rend le calcul
possible. Retenez ce raisonnement en «ordre de grandeur de I’erreur », il est fondamental.

Chapitre 7 — Définitions formelles des limites

Ces définitions ne servent pas a calculer des limites — elles servent a en démontrer 1'existence
quand aucun théoréme ne s’applique, et surtout a comprendre ce que signifie «tendre vers ».
Elles seront le socle de toute I’analyse en classes préparatoires. Apprenez-les mot a mot.

.

Définition — Limite finie en un point

Soient a, ¢ € R. On dit que liin f(x) = ¢lorsque :

Ve>0,30>0,Vz €Dy, |r—al<d = |f(x) L <e.

Pour la limite a droite, on remplace |z —a| < ¢ para < x < a+ ¢; pour la limite a gauche, par
a—6<z<a.

[ Ce que dit vraiment « Ve > 0, 36 > 0»

a—36 a a+46

Régle du jeu : l'adversaire choisit la bande horizontale € (aussi fine qu'il veut); vous de-
vez répondre par une bande verticale § telle que tout le morceau de courbe au-dessus de
la bande bleue tienne dans la bande dorée. Si vous gagnez a chaque fois, la limite vaut .

Définition — Limites infinies en un point

lim f(z) = +o0 : VA>0,36>0, Vz € Dy, [z —a|l <= f(z) > A

T—a
liir(llf(x)z—oo i VA>0,36>0,Vr €Dy, [z—al <= f(z) < —A
R. Abed — Agrégé de Math. Math & Expert | Préparation : Terminale S.Maths & 1 Bac S.maths 27

© 2026 — Tous droits réservés




@ Math & Expert Calcul des limites

Interprétation géométrique : la droite d’équation = = a est une asymptote verticale a ;.

\

Définition — Limites a I’infini \
xl_i}rgloof(a:):é : Ve>0,3B>0,Vrec Dy, x>B=|f(x) -4 <s;
xgrpwf(x)zﬁ i Ve>0,3B>0,Vz €Dy, 2 <—B=|f(r) - <¢;
xl—iﬂof(m):-l_oo : VA>0,3B>0,Vz €Dy, > B= f(r) > A

Les trois autres cas (£00 en £00) s’obtiennent en changeant les signes de fagon analogue.

Interprétation géométrique : dans les deux premiers cas, la droite d’équation y = ¢ est une
asymptote horizontale a C;.

.

Méthode — Comment rédiger une preuve «en ¢ » 8

On veut montrer lin; B3z —1)=5.
T—

1. Analyse (au brouillon) : | f(x) — 5| = |3z — 6] = 3|z — 2|. Pour rendre ceci < ¢, il suffit que
|z —2| < £.

2. Rédaction : «Soit ¢ > 0. Posons 6 = £ > 0. Alors pour tout z tel que [z — 2| < §,on a
|f(z) —5|=3lz—2|<30=c.»M

La regle absolue : 6 est fabriqué a partir de ¢, jamais 1'inverse. On cherche 4 au brouillon, on

I’annonce dans la copie.

Ne jamais écrire «36 > 0, Ve > 0». L'ordre des quantificateurs est le contenu de la définition :

0 dépend de ¢ (plus ¢ est petit, plus § doit I’étre). Inverser 1’'ordre produit un énoncé faux et
vide de sens.
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TROISIEME PARTIE

Dérivation

Nombre dérivé et tangente, formulaire complet, deri-
vées successives et récurrence, applications aux inégali-
t€s et aux extremums, premiéres équations différentielles.
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Dérivation

Chapitre 8 — Nombre dérivé et interprétations

Définition — Dérivabilité en un point

f(z) — f(a)

r—a

point d’abscisse a est

.

=/cR

<0u, en posant h = z — a, lim
h—0

Soit f définie sur un intervalle ouvert contenant a. On dit que f est dérivable en a lorsque

fla+h)— f(a)
. =e).

On note alors f'(a) = ¢, appelé nombre dérivé de f en a. L'équation de la tangente a €, au

(T) = y= f(a)(z—a)+ fla).

(T) : pente f’(a)

Yy

[ La sécante bascule vers la tangente : naissance du hombre dérivé

Cy

Le quotient % est la pente de la sécante (AM). Quand M glisse vers A, les sécantes basculent vers une
position limite : la tangente, de pente f’(a). Voila pourquoi «dérivée » et «tangente » désignent le méme objet.

Propriété — Dérivabilité a droite, a gauche

> i L1
> gy = i 1D

: demi-tangente a droite, de pente f/;(a), tracée pour xz > a.

: demi-tangente a gauche, tracée pour = < a.

» festdérivableena <= f}(a) et f,(a) existent, sont finies et égales.

A retenir — Vocabulaire des points remarquables

Soit @ un point ou f est continue mais non dérivable.

(méme signe)

fala) = +oo, fo(a) =

(oulinverse)

Une finie, une infinie

—0

Point de rebroussement

Point anguleux (mixte)

Situation Nom Aspect de la courbe

fala), fy(a)  finies, dis- Point anguleux Deux demi-tangentes obliques formant
tinctes un angle

fola) = fyla) = +oo Tangente verticale Tangente verticale, courbe «traver-

sante »

Deux demi-tangentes verticales du
méme cOté

Une demi-tangente oblique, une verti-
cale
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Méthode — Orienter une demi-tangente verticale

z)— f(a
Si lim+ M = 400, la demi-tangente est verticale vers le haut; sila limite est —oo, elle
r—a r—a
est vers le bas. A gauche, tout s'inverse : lim = +oco donne une demi-tangente vers le bas.

r—a-
Mnémotechnique : signes identiques (coté et infini) = vers le haut; signes opposés = vers le
bas.

[ Les quatre comportements en un point de non-dérivabilité

point anguleux mixte

tangente verticale

rebroussement

De gauche a droite : deux pentes finies distinctes; deux demi-tangentes verticales de méme orien-
tation; deux demi-tangentes verticales opposées; une pente finie et une demi-tangente verticale.

« f dérivable = f continue» est vrai; la réciproque est fausse (z - |z| en 0). Avant d’étudier

la dérivabilité en a, vérifiez toujours d’abord la continuité en a : si f n’est pas continue en a,
elle n’y est pas dérivable, inutile de calculer quoi que ce soit.

1. Le nombre dérivé comme outil de calcul de limites

Méthode — Reconnaitre un taux d’accroissement

Devant une limite de la forme § en un point a, demandez-vous : « Puis-je écrire cette expression

comme %ﬁ(‘l) ?» Si oui, la limite est f(a) et le calcul est terminé en une ligne.

Signe caractéristique : le dénominateur est z — a (ou un multiple), et le numérateur s’annule
en a.

Théoréme — Régle du quotient des dérivées

Soient f et g dérivables en z, avec f(x,) = g(x,) = 0 et ¢’(z,) # 0. Alors
flx) _ (o)

w0 g(x) g ()

\

Correction — Démonstration N

Pour = # x :
’ F(@) = F(ay)
f(z) f(ﬂf)—f@o) _ Tr— Ty
g(x)  g(x) —g(zg)  g(x) —g(xg)
T —

Le numérateur tend vers f’(z), le dénominateur vers g'(x,) # 0; par quotient de limites, on
conclut. l
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C’est une version élémentaire de la régle de [’"Hopital, dont vous verrez la forme générale en
prépa. Retenez-la sous cette forme : elle transforme un calcul de limite pénible en deux déri-
vations immédiates.

Exercice 1 — Limites par le nombre dérivé

Calculer, en reconnaissant un taux d’accroissement :

Va2 —8z+25—+/10

1. lim
r—3 r—3
sinz
2. lim ;
T—T L — T

1 2020 __ 1
3. lim (Bz+1) ;

x—0 T

cos’z

4. lim
con/2 2 —

2
5 lim cos(mx) 4 x°

r—1 x—1

7

~ z2coszx
6. lim
zow/2 20— T

. V1+4+x—cosx
7. lim————,

x—0 T

7

1. Avec f(x) = Va2 — 8z + 25, f(3) = V10 et f'(z) = 5 ﬁgwgsw ,donc f'(3) = #%0 =—

2. f =sin, a = 7 : la limite est cosm = —1.

=
(=)

3. f(z) = 3z + 1)2°2, £(0) = 1, f(z) = 3 - 2020(3z + 1)2°29 : Ia limite vaut 6060.

4. f(z) = cos’z, g(x) =2z —7: f(5) = g(3) =0, f'(z) = —2coszsinz = —sin2z donc

f(3)=0,etg =2. Lalimitevautgzo.

5. f(z) = cos(nz) + 22 : f(1) = =1+ 1=0V, f'(z) = —wsin(nz) + 2z, f'(1) = 2. Limite : 2.

6. f(z) = 22 cosz, g(z) = 2z —7: f'(x) = 2z cos & — a® sinx donc f'(Z) = —=*, d’ott la limite
2

8
7. f(x ):v1+x—COSfL‘,f(0)=O,f’(w):ﬁ—l—sinx,f’( ) = 1. Limite: —.

er—l

Exercice 2 — Différences de racines

Calculer :
V2 =20 +3—Vx2+2x—1
1. lim ;
rx—1 T — 1

Vad+ a2+ +1—Vad +22 -2 +7

2. lim ;
2 x—2
3 1 Va2 —2:B+6—\/:L'2+2:E+2
. l1m
rz—1 —4x + 3
.
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Correction

Principe. Posons ¢ () = \/u(z)—/v(z) avec u(a) = v(a) : alors p(a) = Oet ¢’ (a) = 2u/§;z)a> B
v'(a) _ u'(a) —v'(a)

2¢/v(a) 2+/u(a)

Lu=2?—22+3,v=2+2z—1Lu(l) = v(1) = 2;u/(1) = 0,v(1) = 4. Limite = % - V2.

2.u(2) =8+4+2+1=15v(2)=8+4—4+7=15v/;u = 32> + 2z + 1 donc v/ (2) = 17;
17—14 3 /15

2v/15 215 10°

3. u(l) = v(1) = 5; 4/ (1) = 0, v (1) = 4. Le dénominateur se factorise : 22 — 4z + 3 =
(x —1)(x — 3). Donc

v’ = 322 4+ 22 — 2 donc v/(2) = 14. Limite =

p(x) L op@—p®) 1 0-4 1 Voo
(z—1)(x—-3) z-—3 x—1 z»1 =2 25 /5 5

Chapitre 9 — Formulaire et opérations

Boite a outils — Dérivées usuelles et formes composées

f(z) Domaine de [’ f(x) Forme composée
k R 0 (ku) =ku
x",n e N* R nxnl (u™) =nu un!
", n e 7* R* nx™! (uim)/:%
Ve 10, el e V) = 5=
2/x 2 /u
sin(ax + b) R acos(ax + b) (sinu)” = v’ cosu
cos(ax + b) R —asin(az + b) (cosu) = —u'sinu
tanx R\ {5 + kn} 1+ta{l2:17= (tanw)” = u'(1 + tan® u)
cos?x

Propriété — Opérations

Soient u, v dérivables (avec v ne s’annulant pas la ou c’est nécessaire) :

’ / / / ’

U u'v— uv 1 v
o) =w v, @) =uvtw, (3) =""5" (1) =
v v v v

Astuce — Le réflexe «u = 1 » .

Quand une fonction u est une fraction compliquée, il est souvent bien plus rapide de dériver v =
/

a . . oS v . .
L (souvent trés simple) puis d’utiliser v/ = ——. C’est exactement le but des trois exercices
u U2

suivants.

Exercice 3 — Dériver en passant par I'inverse
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2
2
1. Sur |0, 1], on pose u(z) = m etv(z) =o+1— ot Dériver v, puis en déduire u’.
241 2
Tt et v(z) = 2> — ———. Dériver v, puis en déduire

2. Sur 0,1, on pose u(z) = 29 z2 +1

u’.

T+ 1 1

etg(x) =
vVi2+zrz+1l—=x 9(z) V2+z+1+2

3. On pose f(z) =
f

. Dériver g, puis en déduire

.

Correction S

x3 + 22 -2 1 4 z3+4
3 = u(x),etv’(x) — 1—1—; =3 . Donc

x3+4

u _(1>/__ - a _ z(z® +4)
— U - 1)2_ ($3+$2—2>2_ (I3+JI2—2)2'

xr2

r?(2?2 +1) -2 zt+ 22 -2 1 4z
2. = — — — t v — 2 _— =
v(e) z2+1 z?2+1 u(z) et v(z) v (22 +1)2
2z[(x? +1)% 4 2]

(2 41)2

. D’ou

v’ 2z[(x? +1)% + 2]

T (xd 4 22 —2)2

3.Clé: (Va2 +z+1—z)(Va?+z+1+2z) =2+ 1,donc

1
@) = ———=2 VR rotltz=

1
Ve2+ax+1—x g(x)’

2z+1

_ 22+l g

Or g/ r) = — ey(Eh T , et plus simplement, en dérivant directement =
2 p p

(Va2+z+1+x)
a5 6

2z +1 1_2m+1+2\/:c2+a7+1.

Il e el NS
f'(=) V2 +x+1 V2 +x+1

Exercice 4 — Dérivabilité de fonctions irrationnelles

1. Soit f(z) = Va2 — x + 1. Montrer que f est dérivable sur R et calculer f’.
2. Soit f(x) = (2% + 1)V22 + 1. Montrer que f est dérivable sur R et calculer f.
3. Soit g(x) = V22 + 1 + V22 — 1. Montrer que g est dérivable sur | — oo, —1[U]1, +oc] et
que g/(x) = 4L
xt—1
i — /72 2 A oy vg(a)
4. Soit g(z) = V22 + 1 — V22 — 1. Montrer de méme que ¢’ (z) = AT
"r —

5. Soit h(z) = V23 + 1 — V23 — 1. Montrer que h est dérivable sur |1, +oo[ et que h'(z) =
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_ 3z2h(z)
216 — 1

Correction

1. 22 — z + 1 a pour discriminant —3 < 0 et un coefficient dominant positif : il est strictement

20 —1
ositif sur R. Donc f est dérivable sur R et f/'(z) = —————.
P J N
3
2. f=u uavecu:x2+1>0.Alorsf’:u’\/ﬂ+u-%:§u’ u=3x\x?+1.
u
3.Sur |z| > 1onax? —1 > 0, donc g est dérivable et
5 x Va2 —1+vVz2+1  zg(z)

g (z)

T Vil Vol U V@i n@on)  vaio1

4. Le méme calcul avec un signe — :

I :x‘\/m2—1—\/x2+1:—mg(m)
V2 +1 Va2 -1 zd—1 zd—1

g (z)

5.Sur |1, oo, 23 £ 1 > 0 et

W () 3z2 32 322 Va3 —1—Vr3+1 3z2h(z)
€Tr) = — = — g
V3 +1  2vad —1 2 26 —1 2Vt —1

Chapitre 10 — Dérivées successives et récurrence

Définition — Dérivée n-ieme

On pose ¥ = fet, pour tout n € N, f"+D = (f ("))/ (lorsque cela a un sens). On note aussi

dnf
(n) = =4
! dzn”

\

Méthode — Trouver puis prouver une formule pour f(™

1. Calculer f’, f”, f” sans simplifier trop tot : il faut voir apparaitre le motif ((—1)", n!, une
puissance...).

2. Conjecturer la formule générale.
3. Démontrer par récurrence : initialisation a n = 0, puis on dérive ’hypothese de récurrence.

Piege classique : initialiser a n = 1 alors que I'énoncé dit Vn € N. On doit vérifier n = 0,
c’est-a-dire f(0) = f.

Exercice 5 — Dérivée n-ieme d’une fraction

. 1
Soienta #0,b € R, et f(x) = pesrays
1. Calculer f'(x) et f”(x).

sur D, =R\ {23

. —1)"nla™
2. Montrer par récurrence que Vn € N, Vo € D, f")(z) = Ll
(ax +b)"*
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3. Soit g(z) =

x
x2—1"

s
z—1 + z+1
(b) En déduire g™ (x) pour tout z € R\ {—1,1}.

u J

Correction §

(a) Déterminer a, 5 € R tels que g(z) = sur D,,.

/ —a ” 2(12
la 0
2. Inztzalzsatzon (n= 0) (be)l =1 =f(a)v.

Hérédité : supposons la formule vraie au rang n. En dérivant,
/

fo(z) = (=1)"nla™ - |(az + b))~V = (=1)"nla™ - (—(n + 1))a (az + b)~"+2)

—1 n+1 1! n+1
soit f(n+1)($) — ( ) (n+ ) a

: C'est la formule au rang n + 1. v/

(ax + b)"+2
B _latPzt(a=FB) o .o oo _ _ o s
3(a)x_1 T o] . Par identification : a« + f = leta — = 0, d’ou
a=p=1.
(b) On applique deux fois la question 2 (aveca = 1,b = F1) :
—1)"n! 1 1
g™ (z) = (Z1)n + a

2 |@—Dnt T (@ 1)ni

Astuce — Décomposition en éléments simples

en une somme de calculs triviaux. C’est LA technique a retenir de cet exercice. Astuce de

calcul rapide : pour trouver a, multipliez par (z — 1) puis faites = 1: a = [-%] = 2.

Idem pour fen x = —1.

Exercice 6 — Une forme stable par dérivation

, 1
Soit f(x) = 112 sur R.
1. Déterminer f’(z), f”(x) et f&)(z).
2. Montrer par récurrence qu’il existe, pour tout n € N, un polynéme P,, de degré n tel que
o) (z) = Pn—(gc)
(1 + 5(;2) n+1°
3. Etablir la relation de récurrence P,., = (1 + 2?)P, — 2(n + 1)z P, et retrouver
POaP17P2aP3'
1 = —2z y_ 622 — 2 L) = —24723 + 24z
(1 + x2)2’ (14 22)3 (14 x2)4
2.-3. Initialisation : Py = 1, de degré 0. v/
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Hérédité : si f) = W avec deg P, = n, alors
T
::Pn+1
1) — P(1+z>)"!'—P (n+1)1+22)" 22 _ (1+22)P, —2(n+ 1)z P,
(1 + 22)2n+2 (1 + z2)n+2 :

Degré : (1+ 2?) P, est de degré n+ 1 (coefficient dominant n),,), et —2(n+ 1)z P, est de degré
n+1 (coefficient —2(n+1)\,,). Le coefficient dominant de P, ,, vautdonc A, (n—2(n+1)) =
—(n+2)\, #0:degP, ,=n+1.V

Applications : P, = —2z, P, = 622 — 2, Py = —2423 + 242. A

Remarque

Les P, sont, a normalisation prés, les polynomes de Tchebychev de seconde espéce composés avec
arctan. Vous les recroiserez en prépa.

Exercice 7 — Polynémes de Legendre

1 dr

T onpldzn

Pour n € N*, on pose P, (x) {(3}2 — 1)"] . Calculer P, (z), Py(x) et Py(x).

Correction N

nzl:Plzz%(mQ_l)/:%U:w_
n=2:(z?—1)% = 2* —22? + 1, de dérivée seconde 12z — 4, donc P, = 1222 2_ - - 35”22_ .
n = 3:(z2—-1)3 = 28 — 32* 4+ 322 — 1, de dérivée troisieme 120> — .7295, donc P, =
12023 — 72z _ 513 — 3;5' -

8.6 2

Remarque

Ce sont les polyndmes de Legendre, définis par la formule de Rodrigues. Ils vérifient P, (1) = 1
pour tout n — un excellent test de vérification : P(1) = 31 =1, P3(1) =32 =1 /.

-

Exercice 8 — Relations différentielles

-

1. Soit f(z) = Vo +V1+z?surR.

(a) Montrer que Vx € R, 2v/ 22+ 1 f'(z) = f(x).
(b) En déduire que Vz € R, 4(2% + 1) f"(x) = f(x) — 4z /().

2. SOlt f(ﬂf) = \/%T sur R.

(a) Montrer que Vz € R, (1+ 22)f”(z) + 3z f'(x) = 0.
(b) En déduire que Vz € R, (1+ 22)f®)(z) + 5z f”(x) + 3f'(z) = 0.
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Correction

1.(a) Notons s = v/1 + 22, de sorte que f? =z + set s’ = £. En dérivant f2 =z + s

2
opp=1r Bt £
S

S S

Comme f > 0 (car  + V14 22 > 0 pour tout x), on simplifie par f: 2f" = f, c’est-a-dire
Ve +1f =f. v/

(b) On dérive 2sf" = f:2s"f" 4+ 2sf” = f/, soit %f’ + 2sf” = f’. En multipliant par 2s :
dzf’ +4s%f" =2sf = f,doud(z®+1)f" = f —daf’. v/

2.(a) f = x(1 +2?)"/2 donne

f/ _ (1 + :132)_1/2 _ x2<1 —}-:[,‘2)_3/2 — (1 + 1‘2)_3/2, f// _ —3:[,‘(1 +x2)—5/2‘
Donc (14 22)f” = —3x(1 + 22)73/2 = -3z f’, 'est-a-dire (1 + z?)f” + 3zf = 0.V

(b) On dérive la relation précédente : 22 f” 4 (1 4+ 22) f3) +3f 4+ 3z f” = 0, soit (1 4+ x2) f3) +
52f” +3f =0./ M

Chapitre 11 — Applications de la dérivée

Théoréme — Monotonie et signe de la dérivée

Soit f dérivable sur un intervalle I.

» festcroissantesur I < Vz eI, f'(x) >0;

» festdécroissantesur I < Vz €I, f'(z) <0;

» festconstantesur I < Vz eI, f'(z)=0;

» si f’ > 0sur I (sauf éventuellement en des points isolés), alors f est strictement croissante
sur [.

Piege a éviter
Le mot intervalle est essentiel. Sur R* (qui n’est pas un intervalle), f(z) = % vérifie f* < 0
partout, et pourtant f n’est pas décroissante sur R* : f(—1) = —1 < 1 = f(1) alors que —1 < 1.
Ecrivez toujours «décroissante sur | — oo, 0] et sur ]0, +00[».

Attention aussi : f° > 0 n’est pas équivalent a « f strictement croissante». x > x® est stricte-
ment croissante sur R bien que f’(0) = 0.

Méthode — Démontrer une inégalité par étude de fonction

Pour établir A(xz) > B(z) sur un intervalle I :
1. Poser ¢ = A — B et déterminer ¢'.

2. Etudier le signe de ¢’ (c’est la qu’est le travail; au besoin, dériver une seconde fois).
3. Dresser le tableau de variations et évaluer ¢ au bon bord de l'intervalle.

4. Conclure : ¢ atteint son minimum en ce bord, et ce minimum est > 0.

Le point délicat : choisir la bonne variable. Dans une inégalité symétrique a plusieurs lettres,
on fixe toutes les variables sauf une et 1’on étudie la fonction de cette unique variable.
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[ Démontrer une inégalité, c’est mesurer un écart vertical

y=1+3z
1
/ o
Poser ¢ = A — B revient & mesurer la fléche bleue. Ici ¢’ (x) = 3(1 + x)> — 3 > 0 sur
R* : ¢ croit depuis p(0) = 0, I'écart ne peut donc que grandir. GEométriquement : une courbe

convexe reste au-dessus de sa tangente — et l'inégalité de Bernoulli n’est rien d’autre que cela.

Exercice 9 — Inégalités classiques par dérivation

1. (Bernoulli) Montrer que Vz € R, Vn e N*,  (1+2)" > 1+ nz.

2. (Huygens) Montrer que Vz € [0, % [, 2sinz + tanz > 3x.

a b ¢ a ¢ b
. Mont t b R+ —-+—+—+-+—- > 6.
3. Montrer que pour tous a, b, c € RY, b+c+a+c+b+a_6
4. Montrer que Va,b € R* \/a+b(i+—1)>2\/§
: Cl ) + \/E \/5 = .

\

Correction

1. Posons o(z) = (1 4+ z)" — 1 —nxsur R™. ¢’(z) = n[(1 +2)" ' —1] >0carl+z > let
n— 1> 0. Donc ¢ croit sur R™ et p(x) > ¢(0) = 0. v/
2. Posons ¢(z) = 2sinx + tanx — 3z sur [0, 7. En notant ¢ = cosz €10,1] :

2¢3 —3c2+1 —1)2(2¢+1
g 2 3 +1 (e )§C+)Z

cos? z c? c

' (z) =2cosz +

(On a factorisé 2¢® — 3¢? + 1 en remarquant que ¢ = 1 en est racine double.) Donc ¢ croit et
p(z) 2 ¢(0) =0.v

b b
3. On regroupe par paires : (% + 5) + (E + g) + (2 + %) Or pour toutt > 0, ¢+ % > 2 (car

t+1_92= =02 > 0). En sommant les trois minorations : la somme est > 6, avec égalité si et
t i 8

seulementsia =b=c. vV
4. Par homogénéité : I’expression est invariante si 'on remplace (a, b) par (Aa, Ab). On peut

1
donc supposer a = 1 et poser b = = > 0.1l s’agit de montrer ¢)(z) = V1 + x (1 + ﬁ) > 2V/2.

_ (V4 1)(z/z —1)
20T V1+

Un calcul donne ¢’ () ,quis’annule en = = 1, est négatif avant et positif
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aprés. Donc ¢ atteint son minimum en 1: (1) = V2 x 2 = 2v/2. v &

Astuce — Lhomogénéité, ’'arme secréte

Une inégalité homogeéne (invariante par (a,b) — (Aa, Ab)) se rameéne toujours a une seule va-
riable en normalisant, par exemple a = 1 ou a + b = 1. C’est le moyen le plus rapide de
transformer un probléme a plusieurs lettres en une étude de fonction ordinaire.

Exercice 10 — Inégalités a plusieurs variables

1. Soient z,y > 0 fixés. On pose f(z) = 2% — 3zyz + 2 + y3 sur R}.

(a) Etudier les variations de f.
(b) Montrer que f admet un minimum dont on déterminera la valeur et le signe.

(c) Endéduire que Vz,y,z € R:, 2® + y® + 2% > 3uyz.
1 1 ,
2. Soient a,b > 0 tels que a + b = 1. On pose ¢(z) = (1 + 5) (1 + E) sur |0, 1[. Etudier

1 1
la monotonie de ¢ et en déduire (1 + E> <1 + E> >0.

1
3. Soient a, b, c les mesures des angles d'un triangle. Montrer que cos a cosbcos ¢ < g (On

pourra supposer a < % et étudier g(x) = —cosacosx cos(z + a).)

Correction

1.(a) f/(z) = 322 — 3xy = 3(2® — xy), qui s’annule en z, = /7y, est négatif sur |0, z,[ et positif
sur |z, +00[.
(b) Le minimum vaut

2
f(zp) = (zy)3? — 3zy /oy + 2° + 3 = 23 +° — 2(zy)%/2 = <x3/2 — y3/2> > 0.

(c) Donc f(z) > 0 pour tout z > 0, ce qui s’écrit exactement 23 + y3 + 23 > 3zyz, avec égalité
ssizx =yetz=,/xy, cest-a-direx =y =2V
(z+1)2—2z) —z2+z+2 2

2. = = =1 .
4() (1l —x) —x2 4z e

enz = %, donc ¢ décroit sur |0, 3] et croit sur [3, 1[. Son minimum est ¢() = 1 + 1?—4 = 9.

Aveca+b=1 (donchb=1—a), onobtient (1+1)(1+3)=¢(a) >9.vV

3. Quitte a renommer, supposons a le plus petit angle : alors a < 5. Comme ¢ = 7 —a — b, on

a cosc = —cos(a + b), donc

Le dénominateur x — z2 est maximal

cosacosbcosc = —cosacosbcos(a+b) = g(b), g(z) = —cosacoszcos(z + a).

En utilisant 2 cos z cos(x + a) = cos(2x + a) + cosa :

g(x) = _co2sa [cos(2z + a) + cosal.

Comme cosa > 0 (cara < %), g est maximale quand cos(2z+a) est minimal sur le domaine ad-

missible, ce qui conduit a g(z) < w Or pour ¢t = cosa €10, 1], t(lgt) < i (maximum

ent=1). D'ottcosacosbeosc < &, avec égalité pour le triangle équilatéral a = b =c = Z. v/
|
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2. Premieres équations différentielles

Méthode — Résoudre g” + w?g = ((x) au niveau Terminale

1. On dispose d’une solution particuliére f (fournie par 1’énoncé).
2. Onpose h = g— f:alors h” + w?h = 0.

3. On admet (ou I'on démontre) que les solutions de h” + w?h = 0 sont h(z) = A cos(wz) +
Bsin(wz), (4, B) € R?.

4. Conclusion: g = f + h, soit g(z) = f(z) + Acos(wz) + Bsin(wz).

Structure a retenir : solution générale = solution particuliére + solution générale de I'équation ho-
mogene. C’est le schéma universel de toute la théorie des équations différentielles linéaires.

Exercice 11 — Trois équations différentielles

1. Soit f(x) = x + sin(2z). Montrer que f” + 4f = 4z, puis déterminer toutes les fonctions
g deux fois dérivables sur R telles que ¢” + 4g = 4x.

2. Soit f(z) = xsin(2z). Montrer que f” + 4f = 4 cos(2x), puis déterminer toutes les fonc-
tions g telles que ¢” + 4g = 4 cos(2z).

3. Soit f(x) = z+sinxz+cos z. Montrer que f” + f = z, puis déterminer toutes les fonctions
g telles que " + g = x.

Correction

1. f' =1+ 2cos2x, f” = —4sin2x, donc f” + 4f = —4sin 2z + 4z + 4sin 2z = 42 /. Pour g
solution, h = g — f vérifie h” + 4h = 0, donc h(z) = A cos 2z + Bsin 2z et

g(x) = x +sin2x + Acos 2z + Bsin2x = x + Acos 2z + (B + 1) sin 2z.

Autrement dit : g(z) = x + Acos 2z + psin 2z, (A, u) € R2.

2. f" = sin2x + 2x cos 2z, f” = 4cos2x — 4z sin2x, donc f” + 4f = 4cos2z v. Dot g(z) =
x sin 2z + A cos 2x + psin 2z.

3. f"=—sinzx —cosxzdonc f” + f=xv,etg(x) =2+ Acosz + usinz. A

Exercice 12 — Encadrement de sin et dérivabilité

3

1. Montrer que Vx € {0, g}, T — % <sinz < x.

1—
2. Soit f(z) = % siz # 0, et f(0) = 1. Montrer que f est dérivable en 0 et calculer

f(0).

3. Soit g(x) = 20T

siz # 0, et g(0) = 1. Montrer que g est dérivable en 0 et calculer ¢’ (0).

Correction

1. Majoration : u(z) = x — sinx vérifiew’ = 1 — cosz > 0 et u(0) = 0, donc u > 0.
Minoration : v(x) = sinx — x + %f vérifie v'(x) = cosz — 1 + x—;, puis v’ (z) = —sinz + x =
u(z) > 0. Donc v’ croit; comme v’(0) = 0, ona v" > 0; donc v croit; comme v(0) = 0, on a
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v>0.v ,

2. 11 faut étudier f(=) ; 1) = 1= CO;;C — % Posons w(x) = 1 —cosx — “2—2 Alors w'(x) =
sinz — x et, par la question 1, —%3 < sinz — 2 < 0 pour z > 0. En intégrant 'encadrement
(ou par des études de signe successives) on obtient —g < w(z) <0,donc

L@ =10 a2 _ s

z |z|3 24 20

Donc f est dérivable en 0 et f'(0) = 0.
3 g(z) —g(0) tanz —

5 " Posons 0(z) = tanz — x: 0(0) = 0,0 = tan’z, §” = 2tanz(1 +
x x

tan” z), 0’(0) = 6”(0) = 0. On en déduit |[§(z)| < C|z|> au voisinage de 0, donc % —0:g
est dérivableen O et ¢’(0) = 0.1

&

Astuce — Parité et estimations

1 — cos x est paire et vaut ”72—2 = ‘;—i + -+ tanx — x est impaire et vaut %3 + ---. Connaitre ces deux
ordres de grandeur permet de deviner instantanément le résultat de la plupart des exercices
de dérivabilité en 0 — puis de le démontrer proprement par encadrement.
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QUATRIEME PARTIE

Etude de fonctions

Branches infinies et asymptotes, concavite et points d’in-
flexion, éléments de symétrie, fonctions périodiques,
et quatre problémes de synthése entiérement corriges.
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Etude de fonctions

Chapitre 12 — Branches infinies

Méthode — Lalgorithme complet des branches infinies en +oco

On suppose lir+n f(x) = oo (sinon, si la limite est ¢ fini, on a une asymptote horizontale
Tr—+00
y=10).

1. Calculer lim f(z)

r—+o00 I

— Si la limite est +00 : branche parabolique de direction (Oy).

— Si la limite est 0 : branche parabolique de direction (Ox).
— Sila limite est @ € R* : on passe a 1’étape 2.

2. Calculer lir_"]_fl (f(z) —ax).

— Silalimite est b € R : asymptote oblique y = ax + b.
— Sila limite est 00 : branche parabolique de direction la droite y = ax.

3. Position relative : étudier le signe de f(z) — (ax + b). Positif = courbe au-dessus; négatif
= en dessous.

Le méme algorithme s’applique en —oo — séparément, car les résultats différent souvent.

O Les quatre types de branches infinies

T = @42

T/ g !
asymptote oblique branche parabolique branche parabolique
ymp q p q p q

de direction y = ax de direction (Oy)

Dans les deux premiers cas la courbe «colle» a une droite; dans les deux

asymptote horizontale

derniers elle s’en écarte indéfiniment tout en gardant une direction limite.

Piege a éviter

Une direction asymptotique n’est pas une asymptote. Si ﬂmﬁ — amais f(z) —axr — +00, la

courbe n’admet aucune asymptote : elle posséde seulement une branche parabolique. Ecrire
«asymptote y = ax» dans ce cas est une faute lourde.

Astuce — Trouver une asymptote oblique sans limites

Pour une fraction rationnelle g avec deg P = deg @ + 1, effectuez la division euclidienne :
P

L = az + b+ Z avec deg R < deg (. Lasymptote est y = ax + b et le signe de g donne
directement la position relative. Deux résultats pour le prix d"un.

Exercice 1 — Branches infinies : dix cas

{ Déterminer les branches infinies de € f dans chacun des cas :
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5 — dx? — /2 _
(2+x) -
4?45 7. fla)=vVa?2+4x 4+ —2
2 f@)= 5y ;
2% —x —1 8. f(x) x
€Tr) =
3 f(x>_\/;1:2—1+3x T —2
' B T 9. f(x) N |z — 1
4. f(x) =3z —Vz +2 B z+1
1 2
5. f(z) =3z —2+ 10. f(z) = ——o
r—1 z2—9
Correction — Réponses commentées
1. f(x) — —4 en 400 : asymptote horizontale y = —4. En x = —2 : le numérateur vaut —11 < 0
et le dénominateur — 0", donc f — —oo : asymptote verticale z = —2.

3r+6

2.222 —x—1 = (22 +1)(x—1). Division euclidienne : f(z) = 2x+ 1+ 572 X Asymptote

oblique y = 2z + 1 en +00; asymptotes verticales z = l et x = —5
le lely1—

(asymptote y = 4). En —o00 : — 2 (asymptote y = 2). Deux asymptotes horizontales différentes :
c'est la szgnature de \/ = |z|.

ppic: (w) =3— f + 2 — 3 mais f(z) — 3z = 2— \/z — —oc : branche parabolique de direction
y = 3z.

5.D; =]1,+o0[. En 17 : f — +o0, asymptote verticale x = 1. En 400 : f(x) — 3z — 2) =
\/Ilj — 0% : asymptote oblique y = 3z — 2, courbe au-dessus.

3. Dy =] —o00,—1]U[1, 400 (privé de 0, non concerné). f(x +3 En+oo:— 4

4x 4+ 3
6. D, =]—00,-3]U[—1,400[. En 400 : f(x) = — 2, asymptote y = 2. En
=)o Ut Brton: 0 = o o B asympotey
. (=) _ S : - _
—o0: =2 = 2et f(x)+ 2z = — —2 : asymptote oblique y = —2z — 2.
- f(z) i3 ymp q y4
7.LDf:]—oo,—4]U[O,+oo[.En+oo:f(x)—(2m—2):\/x2+4x—:c:—x—>2,

Va? +4xr+x
donc asymptote oblique y = 2z. En —oco : V22 + 42 ~ —z — 2 donc f(z) — —4 : asymptote
horizontale y = —4.

8.D,; =]—00,0]U]2,+o0[. En 2% : asymptote verticale z = 2. En +o00: i) = T let
f 2 T —2

— 1 :asymptote oblique y = = + 1. En —o0,

- 2z
o -e=2(ys5-1) = Gy /m T

f>0etl — —1, f(x) + 2 — —1: asymptote oblique y = —z — 1.

—1 2
9.Pourm>1:f(x):m+L:x+1—
x

— X asymptote oblique y = x + 1 en 400 (courbe

en dessous). Pour z < 1: f(z) =z + % =zx—1+4 1 asymptote oblique y = z — 1 en
x x

—o0 (courbe en dessous). Asymptote verticale x = —1.

10. D =]—o00, —3[U]3, +oc[. Asymptotes verticales z = +3. En +oc0: f — 2;en —oo: f — —2.

|

Chapitre 13 — Concavité et points d’inflexion

R. Abed — Agrégé de Math. Math & Expert | Préparation : Terminale S.Maths & 1 Bac S.maths 45
© 2026 — Tous droits réservés



@ Math & Expert Etude de fonctions

Définition — Convexité, concavité

Soit f deux fois dérivable sur un intervalle 1.

» Sif” >0surl:C 7 est convexe sur [ («tournée vers le haut», en forme de cuvette). Elle
est alors au-dessus de chacune de ses tangentes.

» Si f” < Osur[:C; est concave sur [ («tournée vers le bas», en forme de dome), et en
dessous de ses tangentes.

» Un point A(a, f(a)) ou f” s’annule en changeant de signe est un point d’inflexion : la
courbe y traverse sa tangente.

\

f”(a) = 0 ne suffit pas pour avoir un point d’inflexion : il faut un changement de signe. Contre-

exemple: f(x) = x? vérifie f7(0) = 0, mais f”(z) = 122? > 0 partout : la courbe reste convexe,
sans inflexion en 0.

&

Astuce — Mémoriser convexe / concave

1 Convexe, concave, point d’inflexion : la courbe et ses tangentes

Yy

inflexion

concave (f” € 0) : convexe (f” > 0)
courbe sous ses tahgentes : courbe au-dessus de ses tangentes

Au point d'inflexion I, et seulement la, la tangente traverse la courbe; partout ailleurs elle reste du méme cété.

C’est le test visuel infaillible — et il explique pourquoi f” doit changer de signe, et pas seulement s’annuler.

«Convexe» contient un v : la courbe a la forme d'un v. Et f” > 0 signifie que f” croit, donc la
pente augmente : la courbe se redresse. Tout est cohérent.

Exercice 2 — Concavité et inflexions

1
1. Soit f(z) = §x3 — 2?47z —5 sur R. Calculer f”, étudier la concavité de € ; et déterminer

ses points d’inflexion.

2. Méme travail pour :

(a) f(z)=a*+ 2% — 1822 + 24x _ 3
i (c) f(z) TR

(b) fl@)=3z+5+ 5———— (d) f(z)=]z®—1]—2

“

Correction

1Lf =a2?—22+7,f =2x—2=2(x—1). f/ <0sur]—oo,1[ (concave), f” > 0sur |1, +oo[
(convexe). Changement de signe en 1: I(1, f(1)) = I(1, £) est un point d’inflexion.
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2.(a) f7 = 1222 + 62 — 36 = 6(222 + x — 6) = 6(22 — 3)(x + 2). Convexe sur | — oo, —2] et
[3, 4+00[, concave sur [—2, 3]. Deux points d’inflexion, d’abscisses —2 et 3.

b) Onpose u = = + 1, desorte que 22 +2x +2 = u?> + let f = 32 + 5 + Y Alors
P d u? +1
2 2u(u? —

c?u2 <u;j_ 1) = &(;_I_ 1)?;), qui s’annule en changeant de signe pour u = 0 et u = ++/3.

Trois points d’inflexion, d’abscisses z = —1 et z = —1 + /3.
2
(¢) D; =] — 3,400l En écrivant f = 3z(2z + D72 7 (x) = 32z +3) — plus simplement,
v

I = (2%%)13% puis f”(z) = M; le signe est celui de —(2x + 5), négatif sur tout D,

(car z > —% > —3). La courbe est donc concave sur D tout entier : aucun point d’inflexion.

(d) fn’estpas dérivableen 1.Sur]1, +oo[: f = 23 —3 et f” = 6z > 0 (convexe). Sur | — oo, 1] :
f=1—a*—2et f” = —6z, positif pour z < 0 (convexe), négatif pour 0 < z < 1 (concave).
Point d’inflexion en = 0; en « = 1 la courbe change aussi de concavité mais f”(1) n’existe
pas — on parle de point anguleux, pas d’inflexion. ll

Chapitre 14 — Symétries et périodicité

Propriété — Eléments de symétrie

Soit f de domaine 2.
» Le point )(a, ) est centre de symétrie de C; si et seulement si

Vh, (a+heD;=>a—-heD;) et fla+h)+ fla—h)=28

» La droite (A) : = a est axe de symétrie de C; si et seulement si f(a + h) = f(a —h)
pour tout h admissible.

[ Les deux symétries : miroir (axe) et demi-tour (centre)

Centre 2
flae—=h)+ fla+h)=28

A gauche, la courbe se replie sur elle-méme comme dans un miroir : les deux ordonnées
sont égales. A droite, Q) est le milieu du segment joignant les deux points : leurs ordon-
nées ont pour moyenne [3. Repérer une symétrie, c’est diviser par deux le travail d’étude.

Astuce — Deviner le centre de symétrie

Pour une fraction rationnelle, le centre de symétrie a pour abscisse le pole (1’asymptote ver-
ticale) et pour ordonnée la valeur correspondante sur ’'asymptote. Exemple : f(z) = 2";2:19”
a pour asymptote verticale x = 1 et pour asymptote oblique y = 2z + 1; le centre est donc
(1, 3)... a vérifier par le calcul!

Pour un polynéme de degré 3, le centre de symétrie est foujours le point d’inflexion, d’abscisse
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Exercice 3 — Centres et axes de symétrie

1. Montrer que (2 est centre de symétrie de € :

(a) f(x) =23 —32% —5x+4etQ1,-3);
(b) fa) = 2= eta(1,3)

2. Montrer que (A) est axe de symétrie de C :
(@) flz)=vVz?2—6x+5et(A):x=3;

(b) flz) =24 — ——

et(A):z=

N[

Correction

1.(a) D; = R, symétrique par rapport a 1. Calculons :

fAQ+h) =1+h)3-31+h)?2-51+h)+4=h3—-6h-3,

F(1—h) = —h?+6h — 3.
Donc f(1 +h) + f(1 —h) = —6 = 2 x (—3). v/ Contrdle : 'abscisse du point d’inflexion est

z 1
(b) D, = R\ {1}, symétrique par rapport a 1. Ecrivons f(z) = 2z + 1 + -1 (division
euclidienne). Alors

1 1
faA+h)y=2h+3+3,  fQ-h)=—2h+3-,

donc f(1+h)+ f(1—h)=6=2x3.V/
2.(a) 2> — 6z + 5 = (z — 3)2 — 4, donc f(z) = \/(x — 3)2 —4: f ne dépend que de (z — 3)?,
donc f(3+h)=f(3—h)=Vh?—4.V/

1 1 1
(b)f(§+h> =2ty = 2
fG+h) =fE—h).v/N

2 n 2
1+2h  1-—2h

, expression paire en h. Donc

&

Méthode — Réduire le domaine d’étude

Avant toute étude, cherchez systématiquement :
1. une périodicité 7" : on étudie sur un intervalle de longueur T;

2. une parité : paire = on étudie sur D, NR" puis symétrie d’axe (Oy); impaire = symétrie
de centre O.

Combiner les deux peut diviser le travail par 4 ou plus.

Exercice 4 — Etude d’une fonction périodique

Soit f(x) = cos® z sin(2x) sur R, de courbe € ; dans un repere orthonormé.
1. Montrer que f est périodique de période .
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T

2. Montrer que f est impaire et en déduire que I'on peut restreindre I'étude a D, = [0, §].
3. Calculer f’(z) puis dresser le tableau de variations de f sur D.,.

4. Tracer € sur [—2T, 37].

Correction

1. cos?(z + m) = (—cosz)? = cos® z et sin(2z + 27) = sin 2z, donc f(z + 7) = f(x). v/
2. f(—x) = cos® z sin(—2z) = —f(x) : f est impaire. La périodicité 7 ramene l'étude a [-3, 5],
et I'imparité a [0, 7].

14 cos2zx _ sin2zx  sindx

3. Linéarisons : f(x) = —s sin 2z = 5 - 1 . Donc

f/(x) = cos2x + cos 4z = cos 2x + 2 cos? 2x — 1 = (2cos 2z — 1)(cos 2z + 1).

Sur [0, ], cos 2z + 1 > 0 (nul seulement en 7 ), donc le signe de f” est celui de 2cos2z — 1,
positif pour 2r < 7, négatif ensuite.

0 /6 /2
f'(z) + 0 — 0
f@)y |0 & 22 N 0

Le maximum vaut f(T) = 3. V3 = 33 (g5,

4. On trace sur [0, 5], on complete par symétrie centrale en O sur [—7, 0], puis on translate de
k.

O La courbe de f(x) = cos? z sin(2x)

Fonction impaire et r-périodique : le motif tracé sur [0, g] engendre toute la courbe par symeétrie puis translations.

Chapitre 15 — Trois problemes de synthéese

A retenir — Le plan type d’une étude compléte .

Domaine de définition D (et réduction par parité/périodicité).
Limites aux bornes de 2 ; continuité et prolongements éventuels.

Dérivabilité aux points litigieux; interprétation géométrique (demi-tangentes).

Dérivée, signe, tableau de variations.

1.

2.

3.

4. Branches infinies et positions relatives.

5.

6. Tangentes remarquables, points d’inflexion.
7.

Tracé, en plagant d’abord les asymptotes et les tangentes.
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Exercice 5 — Probleme A — une racine de quotient

Soit f(z) =x—1—/ ﬁ, de courbe €@ 7 dans un repeére orthonormé.
1. Vérifier que D, =] — 00, 0JU]1, +o0l.
2. Calculer lir{\ f(x) et interpréter.
z—1*
3. (a) Montrer que (D) : y = = — 2 est asymptote oblique a €, en +oc et en —oc.
(b) Etudier la position relative de © set(D).

S

. Etudier la dérivabilité de f a gauche en 0 et interpréter géométriquement.
. (a) Calculer f’(z) sur D, \ {0}.

(b) Etudier son signe et dresser le tableau de variations.

Q1

=)

. Ecrire I'équation de la tangente (T) a @ 7 au point d’abscisse 2.

Correction

1. Il faut _*5 > O et z # 1. Le tableau de signes du quotient donne x < O oux > 1. v
2.Quand x — 17 : -%5 — +oo donc /- — +oo et f(x) — —oo. La droite z = 1 est asymptote

verticale.
3.(a) f(x)—(z—2)=1— . i T Or -%; = 1+ -1 — 1 en +o0, donc I'expression tend vers

1—1=0:(D):y =z — 2 est asymptote oblique aux deux infinis. v/

(b) Le signe de 1 — /-% est I'opposé du signe de -2+ —1 = L.

» Siz>1:—5 >0donc f(z) — (x —2) < 0:C; est en dessous de (D).
> Siz <0:-25 <0donc f(z) — (x —2) > 0: € est au-dessus de (D).
4. f(0) = —1.Pourz < 0:

f@)=10) e—vEH . 1 [T
P i Y ¥

Quand z — 0~,onposex = —tavect — 0" : -2 = = ~ ¢, donc 1,/ ~ \_/—f = _% — —o00.
Ainsi f,(0) = 400 : f n’est pas dérivable a gauche en 0 et €, admet en A(0, —1) une demi-

tangente verticale dirigée vers le bas (coté gauche, limite +oo : signes opposés).

<

5.(a) Posons u(z) = —*5, alors u/(z) = ﬁ et
’ "(z) 1
fll@)=1— —2L =1+
@=1-52 —

r—1

(b) Sur D, \ {0}, les deux termes sont strictement positifs : f'(x) > 1 > 0. Donc f est stricte-
ment croissante sur | — 0o, 0] et sur |1, +o0].

z —00 0 1 400
f (=) + 1+
flz) | —00 S —1| -0 /S +o0
6 f(2)—1—\@etf’(2)—1+2—1+\{1§.D’0u
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Probléeme A : C, I'asymptote (D) : z — 2etlatangente (T')

/(D) y=z—2

5 o

A(0,-1) .
demi-tangente T
vertical, .

en dessous de (D)

Le domaine | — oo, 0]U]1, +o0o[ coupe la courbe en deux morceaux, tous deux strictement croissants. A gauche
C; est au-dessus de (D) : y = x — 2, a droite en dessous : c'est le signe de 1 — /%5 qui décide. En
A(0,—1) la demi-tangente est verticale car f,(0) = +oo, et la droite x = 1 est asymptote verticale.

Exercice 6 — Probléme B — recollement en 0

3
x
- siz <0,
Soit f(x) = 2 +1 =" de courbe Cy-

r+ Va2 +2r sixz >0,
1. Montrer que D, = R.
2. Etudier la dérivabilité de f a gauche et a droite en 0; interpréter.
3. (a) Calculer z1_13100 f(z).
(b) Montrer que (D) : y = 2z + 1 est asymptote oblique en +o0 et préciser la position de
C; par rapport a (D) sur R*.

(c) Calculer Lim f(z)et lim (f(z)+ x); interpréter.
T——00 Tr——00

* 4 322 1
4. (a) Montrer que f'(z) = _ZB;_TSQ siz<0et f'(x) =1+ \/% siz > 0.

(b) Etudier le signe de f’ et dresser le tableau de variations.

5. Donner I'équation de la tangente a € ; au point d’abscisse —1.

- J

Correction

1. Pour z < 0 le dénominateur z? + 1 ne s’annule pas. Pour z > 0, 2% + 22 = z(x + 2) > 0.
Donc D; = R. v De plus f(0) = 0 des deux cotés : f est continue en 0.
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f(fL‘) —0 _1,2 /

2. A gauche — — 0, donc f/(0) = 0 : demi-tangente horizontale a gauche.

Vz(x+2) 2) 2
A droite : ilch —— —— 400, donc f};(0) = 400 : demi-tangente

117 X z—0*
verticale vers le haut. Le pomt O est un point anguleux (mixte).

3.(a) f(x) — 400 en +o0.
(22 + 2z) — (z + 1)2 —1

(B) flo) = (o) = Vo 2o = ot ) = e ot 1 Ve sdadatl

quantité tend vers 0~ : (D) est asymptote et C; est strictement en dessous de (D) sur R’.. v/

Cette

(¢) En —o00: —sz—il ~ —x — +o0. Et
—x3 + z(z? + 1) 75 _
fl@)+z= x2+1 T 2241 a0
Donc y = —x est asymptote oblique en —oco, avec €, en dessous.
3x%(z2 +1) — 23 -2z z* + 322
4.(a) Pourzx < 0: f" = — = ———.VPourz >0:f =1+
_xta _ 14+ L 4
2Vx? + 2z Va? + 2z
(b) Pourz < 0: f" = —“’(I(Qﬂf)‘;’) < 0, f décroit. Pour z > 0 : les deux termes sont > 0, donc
f/ > 0et f croit.
x —00 0 +o00
f'(x) i s
fl@) |40 ¢ 0 & +o0

f atteint son minimum absolu 0 en z = 0.
5. f(—1) = —— = Lot pr(—1) = =13 _ 1 Drou (1) (@+1)+ ! m
b — = —— = — — = o0 = =l H = —(XT _= - — —.
2~ 2 1 Y 2 2

[d Probléme B : le point anguleux «mixte» en O et les deux asymptotes

Y

(D):y =2z +

Yy=—x

j"/{\.()')‘. +o00 : verticale

j'f][()') = 0 : horizontale

Jz : i\'\i | :;

O : point anguleux, minimum absolu

En O les deux demi-tangentes sont distinctes : horizontale a gauche, verticale a droite — c’est
un point anguleux «mixte», et f(0) = 0 est le minimum absolu. La courbe reste strictement

en dessous de ses deux asymptotes y = —x (en —oo) et (D) : y = 2z + 1 (en +o0).

Exercice 7 — Probleme C — point anguleux mixte
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r+2—2v/x+1 six>-—1,

Soit f(x) = 1—2 de courbe C;.
— siz < —1,
V2x2 42
1. Déterminer 2.
2. Montrer que f admet une limite en —1; f est-elle continue en —17?
3. Etudier la dérivabilité de f en —1 et interpréter géométriquement.
4.

Calculer lim f(z)et lim f(x).
T——00 T—+00
5. Etudier les branches infinies de € f

1
siz > —let f'(z) = — s

Vet i(Va+1+1) VAt ap

o

(a) Montrer que f'(z) =

T < —1.

(b) Etudier le signe de f’ et dresser le tableau de variations.

Correction

1. Pour z > —1:z + 1 > 0, tout est défini. Pour x < —1: 222 + 2 > 0. Donc Z)f =R.

2. 11(H})+f(> —1+2—-0=1et hmrf()
en —1.

3. A droite : pour z > —1,

f(:n)—l_(:r—l—l)—%/x—l—l_l 2

= 1. Comme f(—1) =1, f est continue

iﬂw

r+1 z+1 - VI +1 a1

Demi-tangente verticale vers le bas (coté droit, limite —o0).
- 1 0
A gauche : fi(—1) = s =

lim — =
(-1 21 +22)3 V16
Les deux demi-tangentes étant distinctes, A(—1, 1) est un point anguleux.

4. En +oo cflr) = 24+2—2Vx+1 — +oo (le terme = domine). En —oco : f(z)

= 0 : demi-tangente horizontale.

12 — 1 (—1); plus simplement, en divisant par
- (=1); 7 x

!:cle,/1+x2 —xﬂ 1+ % —V2

-1 \@
flz) = g

A V2 2
2 2y 1

5. En —oo : asymptote horizontale y = \f . En +oo: M =1 —|— o svral — 1, mais

X
flz)—x=2—-2Vz+1— —o0: branche parabolique de dlrectlon la droite y = = (et non

une asymptote).

1 TR (x+1)—1
6.(a) Pour x > —1: f'(z) = 1 — = = =
(@) f@) N o1 Varl(VaEitl)
x
WV
Vit 1(vVz+1+1)
Pour x < —1, avec f = f\/T.
f,_i'—vfﬂz"‘ (-2 @+ —a+2® —(z+1)
V2 211 V@12 @@L DE

(b) Pourz < —1:—(x +1) > 0donc f" > 0, f croit. Pour —1 < < 0: f’ < 0 (signe de x), f
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décroit. Pour z > 0: f' > 0, f croit. Minimumen 0: f(0) =2 —2 = 0.

T —0 —1 0 400
f(x) + 0 — 0 +
f@) |2 21 N0 ) oo

f admet un maximum local 1 en —1 et un minimum absolu 0 en 0. &

O Probléme C : point anguleux en A(—1, 1) et branche parabolique

Yy
direction y = «
(aucune asymptote) .*
4 4
demi-tang. horizontale AH1,1)
» 1
_ V2
v= ‘7 demi-tang. verticale ) ) ) ) =
T T T T T T T
-6 -4 =5 N 4 6 8
minimum absolu f(0) =0

Les deux demi-tangentes en A (horizontale a gauche, verticale a droite) font de A un point

anguleux. En +oo la courbe s’écarte indéfiniment de la droite y = x tout en gardant
sa direction : c’est une branche parabolique, et surtout pas une asymptote. Sous la forme
2
flz) = (Vz+1 — 1), la positivité et le minimum en O se lisent d’un coup d'ceil.

Astuce — Reconnaitre la forme canonique

2

Sur [—1, +oc[, on peut écrire f(z) = z +2 —2y/x+1 = (Vo +1—1)". Tout devient alors
évident : f > 0, f s’annule exactement quand vz + 1 = 1, c’est-a-dire en x = 0, et le sens de
variation se lit directement. Cherchez toujours si une expression n’est pas un carré déguisé.
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CINQUIEME PARTIE

Neuf exer-
cices originaux

Composés spécialement pour reviser les quatre cha-
pitres précédents et ouvrent, chacun, une porte vers
un résultat classique des classes préparatoires.
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Chapitre 16 — Pour aller plus loin

Les exercices de cette partie ne sont pas des exercices d’entrainement de plus : chacun dé-
bouche sur un résultat nommé que vous retrouverez en Terminale ou en prépa (Vander-
monde, Jordan, Hermite, série de Bale...). Cherchez-les longuement. Un seul de ces exercices,
réellement compris, vaut vingt exercices de routine.

Exercice 1 — La somme des carrés des coefficients binomiaux

Soit n € N*.
1. Justifier que, pour toutz € R, (1 +z)"(1 +z)" = (1 + z)*".

2. En développant chaque membre, montrer que
n
2
Z (Cf ) = Cqy-
k=0
3. Vérifier ce résultat pour n = 1,2, 3 sur le triangle de Pascal.
4. Généralisation (Vandermonde). Soient p,q,7 € N avec r < p et r < g. Montrer par la

T
A A kyr—k _ 1
méme méthode que E CyC " =Cp
k=0

Correction N

1. Evident : a” - a" = a®” aveca = 1 + x. '
2. Membre de droite : le coefficient de =" dans (1 + 2)*" = 37 Cy, 27 est C3,.
Membre de gauche : en développant le produit,

(En;cnx) (ji;c,{xj) :me > cgc,{)xm.

i+j=m

Le coefficient de 2™ est donc Z CiC, quivaut Z (Cfl')2 par la relation de symétrie. Deux
=0 =0
polyndémes égaux ont les mémes coefficients : on conclut. v/
3.n=1:12412=2=C}.vn=2:1+441=6=C2.vV/n=3:1+949+1=20=C3. v/
4. On identifie le coefficient de 2" dans (1 + z)P(1 4+ z)? = (1 + x)P*?: a gauche Z CrCr,
k=0

adroiteC", .1

ptq’

Astuce — La méthode des «fonctions génératrices » N

Identifier les coefficients de deux écritures d’'un méme polynéme est une technique d’une
puissance considérable : elle démontre en trois lignes des identités qu'un calcul direct rendrait
inextricables. Retenez le schéma : « une identité algébrique = une identité combinatoire ».

Exercice 2 — Télescopage avec des radicaux
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L 1
Pour n € N*, on pose S,, = _—
P 22¢E+Vk+1
1
1. Montrer que —————— = Vk + 1 — Vk.
a VE+VE+1

2. En déduire une expression simple de .S,,.

3. Calculer lim —2Z%

n—+oo \f
4. Montrer que Vk € N*, 5 \/ﬁ <VEk+1-VEk < \/E’ puis en déduire un encadre-
mentde T, = kz; \}E
1. Quantité conjuguée : ! W — \/_ =Vk+1—Vk v

VE+vE+1  (k+1)—
2. Somme télescopique : S,, = Z(\/k: +1-VEk)=vn+1-1.

S, _vn+1-1 / 11
3%_ \/_ + \/ﬁn—H-oo e

4. Vk+1—Vk = Or 2Vk < VEk+VE+1 < 2k + 1, d’ott par passage a
r \/— 1 1 par p g
l'inv & ntsurR*): —— < vVk+1-Vk< ——. v/
erse (décroissant sur R%) SN T vV Wi

1
En sommant l'inégalité de droite pour k =1, ... ,n:vVn +1-1< §Tn, donc7,, > 2vn+1—-2.

1
En sommant celle de gauche pour k = 1,...,n —1: §(T” —1)<+v/n—1,doncT, < 2y/n—1.
Finalement

T
2vVn+1-2 < T, < 2y/n—1, et donc lim —2 =21

n—+oo n

Remarque

Vous venez de démontrer, a la main, un cas particulier de comparaison série-intégrale :
Y ohen k=172 ~ 2./n. C’est un résultat que vous reverrez en Sup, démontré avec des intégrales
— mais I’encadrement élémentaire ci-dessus est tout aussi rigoureux.

&

Exercice 3 — Déterminer une asymptote oblique

Soit f(z) = Va2 +z + 1.

1. Déterminer les réels a et b tels que lim (f(z) —axz —b) = 0.
T—+00

2. Faire de méme en —oo. Les valeurs trouvées sont-elles les mémes?
3. Etudier la position de € 7 par rapport a chacune de ses deux asymptotes.

4. Montrer que la droite z = —3 est axe de symétrie de €. Ce résultat était-il prévisible?
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Correction

1 1
l.m=\/1+—+—2—>1,d0nca=1.Puis
W
f(x)_x_(z‘z-l-:v-l—l)—azz_ z+1 B 1+1 1
vVez+z+1+z Val+z+1l+z oo 2

1+ 2+ +1

1
Doncb = § : asymptote y = x + g +o0.

2. En —oo, M = m 1+-+-— —1,donca = —1. Puis
x x
z+1 z(l+ 1) 1
fl@)+z= = z 5
vatrt+l—u —x(,/1+§+z—12+1) 2
/ 1 .
Donc I'asymptote en —oo est y = —x — 3" les valeurs sont différentes.

2
3. f(z) — (x + %) = /@ FmaE T = q) <a; + %) - (signe). Plus directement :

2
<x2+x+1>—<x+%> =3

3 >0,

donc f(z) > |z + 5| pour tout z : € est au-dessus de ses deux asymptotes, partout.
1\2 3
4.2%+z+1= (:v-i— 5) + 7 done f(=3+h) =/h?+ 32 = f(—3—h)./ Cétait prévisible : la

2
forme canonique montre que f ne dépend que de (z+3)". Les deux asymptotes sont d’ailleurs
symétriques 1'une de l’autre par rapport a cette droite. l

0 Deux asymptotes obliques symétriques : f(z)

2 1

2
A o

et deux asymptotes obliques échangées par cette

La forme canonique > + = + 1 = (z + 3) 2 explique tout : la courbe ne dépend que de (x +

+
V3 _1
) en 5

> 0, la courbe est partout au-dessus de ses deux asymptotes.

dou I'axe de symétrie x = —%, le minimum
3

4

symétrie. Comme f(z)? — (x + %)2

Exercice 4 — Une limite trigonométrique a radicaux
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1— Vv cos 2
1. Calculer L, = lin(l) €0 ; oSt (Indication : multiplier par la quantité conjuguée.)
T—
vV —+/cos 2
2. Calculer L, = liné cos e 5 OS2t
r— T

1 — cosz \/cos(ax)

3. Soit a € R. Généraliser : calculer L(a) = lim 5

z—0 x

, puis vérifier la cohé-

rence du résultat avec la question 1.

Correction

1. Notons A = cos zv/cos 2z, positif au voisinage de 0. Alors

1—A 1—A%  1—cos®z cos2x

22 z2(1+ A) z2(1+ A)

1+c .

Or, avec ¢ = cos 2z et cos® z = 15

1 —cos?zcos2z =1— (1+C)C: B—e—d _ (1—¢)(2+¢)

2 2 2
Donc
1-—A 1—cos2z 2+ cos2x 9 5 3 3 soit I _3
2 a2 2(14+A) -0 2x2 2 Ly

2. Méme stratégie :

Vcosx —/cos2x COS T — COS 2x (1 —cos2zx)— (1—cosx)

2  22(y/cosT + Vcos2z)  x2(y/cosx + v/cos 2x)
P Gt R 2 1 3 P q 3
Le numérateur divisé par x° tend vers 2 — 5 = 3, le dénominateur vers 2: L, = 1

1—A 1— A2

3. Posons A = cosxzy/cos(axr) — 1.Ona = 20+ A)

avec

1— A% =1—cos?zcos(az) = (1 — cos? z) + cos? z(1 — cos(ax)).

N —— —

=sin® z

sin 1 —cos 2

Endivisantpara:2:—2x — 1e’cc0523v-—2@w7> — %.Comme1+A—>2:
z T
1 a? 2+ a?

L = — 1 — =

(a) 2(+2> 4

Contrdle :poura =2, L(2) =22 =3 =L1,. /N

.

Astuce — Découper avant de conjuguer

La clé de la question 3 est la décomposition 1 —uv = (1 —u) +u(1 —v), appliquée a u = cos? x
et v = cos(az) : elle sépare les deux sources d’indétermination, chacune se ramenant ensuite
a la limite de référence 1=t — 1.

Régle générale : quand un produit résiste, transformez-le en somme; quand une somme résiste,
factorisez-la.

Exercice 5 — Linégalité de Jordan
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sinx

sur |0, 5.

rcosx —sinx

On considere p(z) =
1. Montrer que ¢’ (z) = 3
2. Soit ¢(z) = x cosz — sin z. Calculer ¢’ et en déduire le signe de ¢ sur |0, J].

3. En déduire les variations de ¢, puis établir I'inégalité de Jordan :

2
Vr € [O,z], L < sing < x.
2 T

4. Application. En déduire un encadrement de sin% et le comparer a la valeur exacte ~
0,5878.

Correction
rcosx —sinx

1. Quotient: ¢ = ——5——.V/

x
2.4 (z) = cosx — xsinz — cosx = —xsina. Sur |0,5], z > 0 etsinz > 0, donc ¢y’ < 0: ) est
strictement décroissante. Comme (0) = 0, on a ¢)(x) < O sur |0, 5].

3. Donc ¢ < 0: ¢ est strictement décroissante sur |0, 5]. Or

lim p(z) =1 et @<E> S %

z—07t 2

2 2z
La décroissance donne — < ¢(z) < 1 pour z € |0, 5], c’est-a-dire — < sinz < z. L'inégalité
™ ™

est encore vraie en 0 (les trois membres sont nuls). v/
2
. g =g = 0,4 < sin% < % ~ 0,6283. La valeur exacte 0,5878 est bien dans

SR

4.Pourx=%:

I'encadrement. l

Astuce — Interprétation géométrique

¢(z) = 22 est la pente de la corde joignant l'origine au point (z,sinz) de la sinusoide. Dire
que ¢ décroit, c’est dire que la courbe du sinus est concave sur [0, 7] : elle est au-dessus de sa
corde (y = 2%) et en dessous de sa tangente en 0 (y = z). Une inégalité analytique cache toujours
une image géométrique : cherchez-la, elle vous fera retenir le résultat.
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Linégalité de Jordan lue sur la sinusoide

= sinx

o
Y

[SERE o

I
!
|
|
|
!
T
s
I3

Sur [0, g} la sinusoide est concave : elle reste sous sa tangente en O (la droite y = x, zone dorée) et
au-dessus de sa corde y = 27* (zone bleue). Ces deux encadrements réunis sont exactement l'inégalité de

Jordan Zf < sinz < z. Les trois courbes se recoupent en 0 et en 5 — l'encadrement y est une égalité.

Exercice 6 — Dérivées n-iemes des fonctions circulaires

1. Montrer que Vz € R, cosz = sin(az + g)

2. En déduire, par récurrence, que

Vn €N, Vx € R, sin™ () = sin(:n + %) .

3. Enoncer et démontrer la formule analogue pour cos™.
4. Application. Soient a,b € R avec a # 0, et f(z) = sin(ax + b). Déterminer f™(x).

5. En déduire lim w

z—0 3
e(t) —0.)

Correction

1. Formule d’addition : sin(z + §) = sinz cos § + cos xsin § = cos . v/

al'aide de sin®. (On admettra quesint =t — % + t3¢(t) avec

2. Initialisation n = 0 : sin'”) (z) = sinz = sin(x 4 0). v
Hérédité : sisin™ (x) = sin(z + 1), alors en dérivant

1. 1
sin™ ™ (2) = cos(z + - ) 2 sin(x + S+ 5) =sin(o+ —(”z )”).3

3. De méme COS(")<£L'> = Cos (x + 7%77) ; la démonstration est identique, en utilisant —sinz =
cos(z + %).

4. Chaque dérivation fait sortir un facteur a : f")(z) = a” sin (am +b+ 7%77) (récurrence im-
médiate).

sin(az) —ax 4 sint—t ( 1 > a’
. T ey I
i “ i “ + ( ) z—0 6
in®
Lecture : le coefficient —¢ = ' ©) est exactement le troisiéme coefficient de Taylor de sin —

vous formaliserez cela en Terminale et en prépa. |

5.En posantt = ax :
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Exercice 7 — Etude compléte d’une fonction « hyperbolique »

Soit f(x) = x + Vx? — 1, de courbe € ; dans un repere orthonormé.

1. Déterminer D, et montrer que Vx € Dy, f(z)(z — Va2 —1) = 1. En déduire le signe
de f.

2. Etudier la dérivabilité de f en 1 et en —1; interpréter géométriquement.

3. Calculer lim f(z)et lim f(x).
T—+00 T——00

4. Etudier les branches infinies de @ s et les positions relatives.

5. Calculer f'(x) sur | — oo, —1[U]1, +00], étudier son signe et dresser le tableau de varia-
tions.

6. Montrer que Vo > 1, f(z) > z+ Vo —1.

1L.2°-1>0 < |z| >1,donc D; =] — 0o, —1] U [1, 4o0[. De plus
(z+Vz2—1)(z—Va2—1) =22 — (22 —-1) = 1.
Ce produit valant 1, les deux facteurs sont non nuls et de méme signe. Pour x > 1 : f(z)
1>0.Pourz < —1:2—+vV22—1< —1 < 0,donc f(z) < 0 et, plus précisément, f(x)
! € [-1,0[.

22 _
2 Enl(f( )=1):pourz >1,

f(gc)—lzl+ (x —1)(x+1) 14 x+1—>+oo.

r—1 r—1 r—1 z—1+

v

Demi-tangente verticale vers le haut au point A(1,1).
En—1(f(—1)=—1) :pourz < —1,enposantz + 1 = —havech > 0:

f(:z)—|—1_1+\/h(h+2) /h+2 -
r+1 — h%()+

Demi-tangente verticale vers le haut au point B(—1,—1) (cote gauche, limite —oo : signes

identiques).
1
3. 11111 f(z) = 400. En —o0, on utilise la question 1 : f(z) = Y etx —vVazZ—1~
r— r — T4 —
2x — —oo,donc lim f(z)=0".
T——00

21
4.En—|—oo:@:1+x7—>2et
T T

—1
z)—2x=Vr2—-1—-1r=—0r+—— —0".
f(z) e

Asymptote oblique y = 2z, avec C; en dessous.
En —oo : asymptote horizontale y = 0 (I'axe (Oz)), avec C; en dessous puisque f < 0.

v Vai-1l4+xz  f(x)
Vaz —1 \/x21—[1 CVar— 1

de f : positif sur |1, +o00[, négatif sur | —

5.Sur |z| > 1: f'(x) =1+ Le signe de f’ est donc celui

T —00 —11]1 +00
f'(z) - ]+
fl) | 00 N\, —1|1 / +4oo
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6. L'inégalité équivaut a V22 — 1 > /z — 1. Les deux membres étant positifs sur [1, +oco], on
peut élever au carré : elle équivaut a z> — 1 > x — 1, c’est-a-dire 22 > z, soit z(z — 1) > 0 —
vrai pour toutz > 1. v

Remarque : I'énoncé serait dépourvu de sens sur [0,1[, ott V&2 — 1 n’existe pas. Vérifiez toujours le
domaine avant de manipuler une inégalité. B

O Allure de C; pour f(z) = r + 2 —1

B(-1,-1)

Deux demi-tangentes verticales en A et B, une asymptote oblique

y = 2x en +oo et l'axe des abscisses comme asymptote en —oo.

Exercice 8 — Vers le probleme de Bale

-

n
1
Pour n € N* on pose U,, = Z =R
k=1

1 1 1
1. Montrer que Vk > 2, 2 <11 %

1
2. En déduire que vn e N*, U, <2 — .

3. Montrer que la suite (U,,) est croissante et majorée. Que peut-on en conclure ?

1 1 1
4. Montrer que Vk > 1, — > — — ,
R I T
ration est-elle satisfaisante ? L'améliorer en isolant les deux premiers termes.

et en déduire une minoration de U,,. Cette mino-

Correction

1 1 1 1 1
1. — = — k(k—1) < k? k>2 — > =/
Sl Sl ¥ A Comme k( ) < k* pour k > ’Onak(k—1)>k2
2. En sommant pour k = 2, ..., n (télescopage) :
| - 1 1 1 1
Un= 143 <143 (=g —7) =1+ (1-7) =25
3.U, ;1 — U, = m > 0: la suite est strictement croissante. Elle est majorée par 2 d"apres 2.

Toute suite croissante et majorée converge : (U,,) admet donc une limite finie ¢ < 2.
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1 1 1 1
4.Comme k(k +1) > k%, ona = > ) === En sommant :

S

Cette minoration est insuffisante : elle donne seulement ¢ > 1, alors que U, = 2 déja dépasse
1. On I'améliore en gardant les deux premiers termes exacts et en ne minorant que la queue
de la somme :

1 &1 5 &1 1y 5 1 1 19 1
z +4+;k2>4+,§k 7+1)"it5 ariT 1 med

1
On obtient ainsi 1—3 <l0<2,50it1583</<2.1

&

Remarque — Le probléeme de Bale

2
La limite £ vaut exactement —— ~ 1,6449. Ce résultat, posé en 1650 et resté ouvert pendant 90

ans, fut établi par EuLEr en 1735 : c’est le probléme de Bile. Vos encadrements donnent 1,583 <
¢ < 2: pas si mal, avec les seuls outils d"un éléve de premiére année!

Exercice 9 — Lidentité d’Hermite

Soit n € N*. On définit, pour € R:

1. Rappeler I'encadrement caractérisant £(¢) et vérifier que g est bien définie sur R.

1
2. Montrer que g(a: + —> = g(x) pour tout x € R (on utilisera E(t + 1) = E(t) + 1).
n

1
3. Calculer g(z) pour z € [0, - [

4. En déduire 'identité d’Hermite :

vz eR, E<x)+E(m+i>+"‘+E<$+n;1>:E(ng;)_
5. Application. Calculer E(Q(Lx%) +E<2(126> +E<2(1127) +E<20428>

Correction S

1. E(t) est 'unique entier tel que E(t) <t < E(t) + 1. Chaque terme de g est bien défini pour
toutréel, doncg: R — Z.
2. Remplagons x par z + = :

n—1 ] + 1 n i n—1 ]
E($+—)=ZE(CL‘+—>Z E(:E+—>—E(x)+E(x+1).
7=0 =1 7=0
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Comme E(z+1) = E(z)+1,la somme augmente exactement de 1. Par ailleurs E(n(z+1)) =
E(nz + 1) = E(nx) + 1 : le terme soustrait augmente lui aussi de 1. Donc g(z + 1) = g(z). v
La fonction g est L-périodique.

1
3. Soit x € [0, - [ Pour tout j € [0,n — 1] :

—1
n _,

0<z+Z< 1 +
n o n n

donc E(x + £) = 0. De plus 0 < nz < 1 donc E(nx) = 0. Ainsi g(z) = 0 sur [0, 2.

4. g est L-périodique et nulle sur une période compléte [0, 1| : elle est donc identiquement

nulle sur R. C’est exactement I'identité d’'Hermite. v/

5.Avecn = detz = 2222 les quatre termes sont E(z+2) pour j = 0, 1,2, 3, et I'identité donne

Somme = E(4x) = E(2025) = 2025.1

.

Astuce — La stratégie « périodicité + un intervalle »

Pour démontrer qu'une fonction bizarre est nulle partout, il suffit souvent de montrer (i)
qu’elle est périodique et (ii) qu’elle est nulle sur une période. Cette technique en deux temps
évite tout calcul général et vaut aussi pour les suites (raisonnement modulo n). Elle est tres
fréquente en concours.
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ANNEXES

Formulaire et
plan de revision

Tout ce qu'il faut savoir par cceur en trois pages, et un programme
de travail pour les quatre semaines qui précédent la rentrée.
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Annexe A — Le formulaire minimal

1. Algébre
kE_ n! k_ ik k k1l _ vk+l k_ k—1
Cn - k'(n o k)“ Cn - Cn ’ Cn + Cn Cn+1, k:Cn = TLCnil
CL-I-b ch n— kbk ch_2n Z(_ )kckzo(n21>
k=0
i n—1
a” —b" = (a—0b) Z akpn—1-k, a” +b" = (a+b) Z a™ 17kp* (n impair)
= k=0
n+1) n(n+1)(2n+1) - n(n+1)\>
k= k2 — B
Z ’ Z 6 b ; 2
Z " = (q #1), Z V11 — V) = Uyyp1 — v, (télescopage)
k=0 -

2. Limites de référence

Boite a outils N

" —a" P—1 1
hmu:na”%, lim & —B, lm( Rl =n
T—=a T —a z—1 29 —1 q z—0 x
sin(ax tan(ax 1—cos(ax) a?
lim ( )=a, limL:a, hm%:_
z—0 T z—0 T z—0 T 2
u—v
— V= ——— 7 = @ r—1< E(x)<uz
Vi Vo= Vit =gl (2) <
:L‘ PR— —_—
1—cosz = 2sin? —, COSp—cCosq = —2sin pta sin u, sin p—sinq = 2 cos pta sin r=d
2 2 2 2 2
3. Dérivation
Boite a outils
/ /
, , u\"  u'v—uv N v o p o
() = u'v+ w’, (;) =—02 o) = (u") =nu'u™
/
(\/ﬂ), = N (sinu)’ = v’ cosu, (cosu) = —u’ sinu, (tanu)’ = v/ (1 + tan® u)
U
nmw nmw
sin™ (z) = sin(a: =+ 7) , cos™(z) = cos (x I 7)
(T):y= f'(a)(x—a)+ f(a), f dérivableena « fj(a) = fi(a) €R
4. Inégalités a connaitre
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Boite a outils

1
vVt >0, t+ = > 2; Ve >0, Vn>1, (1+2)">1+nz (Bernoulli)
z3 s 2x
Vx>0, x—ggsinmga:; Vo € {0, 5], — <sinz (Jordan)
m
a+b+c
Va,b,c >0, +T+ > Vabe (moyennes); a’® + b3 + ¢ > 3abe
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Annexe B — Plan de révision

Annexe B — Quatre semaines pour étre prét

Ce plan suppose environ 1h 30 par jour, six jours sur sept. Il est congu pour la période précé-
dant la rentrée. L'ordre n’est pas négociable : chaque semaine s’appuie sur la précédente.

Semaine

Contenu

Exercices

Objectif de maitrise

S1
Calcul algé-
brique

Chapitres 1 et 2. Bindme, Pascal,
sommes classiques, télescopage,
a™ —b".

Tous les exercices des
chap. 1-2, puis les origi-
naux n° 1 et 2.

Développer (a + b)7 de
téte; démontrer S, par té-
lescopage sans notes.

S2
Limites

Chapitres 3 a 5. Formes indéter-
minées, conjuguée, limites trigo-
nométriques.

Chap. 3 et 4 en entier;
chap. 5 en priorité les
items 1-8.

Identifier en 10 secondes
l'outil adapté a une limite
donnée.

S3
Ordre & dé-
rivation

Chapitres 6 a 10. Gendarmes, par-
tie entiére, nombre dérivé, formu-
laire, dérivées n-iémes.

Chap. 6 en entier (la par-
tie entiére est le point
faible classique) ; chap. 8-
10.

Reconnaitre un taux d’ac-
croissement; écrire une
récurrence sans faute.

S4
Synthese

Chapitres 11 a 15. Inégalités,
branches infinies, concavité, sy-
métries, problemes complets.

Les trois problemes de
synthese en temps limité
(1h30 chacun), puis les
originaux5a 9.

Mener une étude com-
pléte de bout en bout, tra-
cé compris.

1. Chercher seul, 20 minutes minimum, sans consulter le corrigé. Ecrire tout ce que 'on
tente, méme les impasses.

2. Lire le corrigé, mais uniquement jusqu’au point ot1 I’'on était bloqué — puis refermer et
repartir seul.

3. Rédiger la solution complete sur une feuille propre, comme en devoir.

4. Refaire I’exercice 48 heures plus tard, sans rien. C’est cette quatriéme étape que tout le
monde saute, et c’est la seule qui fasse réellement mémoriser.

Tenez un carnet oi1 vous notez, en une ligne, chaque erreur commise : «oublié |z| dans v/z2 »,
«inversé le signe en multipliant par un négatif », «initialisé la récurrence au mauvais rang ».
Relisez-le avant chaque devoir. Au bout d"un mois, vous constaterez que vous commettez tou-
jours les mémes trois ou quatre erreurs — et que les avoir nommées suffit a les faire disparaitre.

A retenir — Le mot de la fin

La Terminale Sciences Mathématiques ne demande pas plus de talent que la premiere année :
elle demande davantage de rigueur et davantage de régularité. Les éléves qui réussissent ne
sont pas ceux qui comprennent le plus vite, mais ceux qui vérifient systématiquement, qui
reviennent sur leurs erreurs et qui travaillent un peu, tous les jours.

«Il faut faire aujourd’hui ce que tout le monde fera demain. »

— Jean Cocteau
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