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©® A propos de ce cours

Ce polycopié de cours est destiné aux éleves de 2°™¢ Bac Sciences
Mathématiques. Il couvre lintégralité du chapitre « Arithmé-

tique dans Z » conformément au programme officiel marocain.

Contenu :

» Rappels sur la divisibilité et la division euclidienne.

» Congruences modulo n et leurs propriétés.

» PGCD, PPCM et algorithme d’Euclide.

» Théorémes de Bézout et de Gauss.

» Equations diophantiennes az + by = c.

» Nombres premiers et décomposition en facteurs premiers.
» L’anneau Z/nZ et inversibilité.

» Systemes de numération et criteres de divisibilité.

Organisation : Chaque notion est introduite par une définition ri-
goureuse, illustrée d’exemples et suivie d’exercices d’application pro-

gressifs.
\_ J

A Ce cours est la propriété de Prof. Abed — Reproduction interdite sans autorisation.
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Rappels Divisibilité et Division Eucli-

dienne

Divisibilité dans Z

E Définition 1.1 — Divisibilité

Soient a,b € Z. On dit que b divise a dans Z, s’il existe k € Z tel que a = k-b. On
note alors b | a.
bla <= 3Jke€Z, a=k-b

® Proposition 1.1 — Combinaisons linéaires

Soient a,b € Z, u,v € Z et d € Z.
1. Sid|aetd]|b, alorsd | (au+ bv).
2. Sid|aetd]|b, alors d divise a + b, a — b, ab, a?, b*.

@ Remarque

1 divise tous les éléments de Z.
0 est divisible par tous les éléments de Z.

Soit a € Z. Si 0| a, alors a = 0.

S 89

Les seuls diviseurs de 1 sont 1 et —1.

i= Exemple(s)

Dg = {+1,£2, 43,46} et 3Z={0,43,+6,£9,...}

® Proposition 1.2 — Propriétés fondamentales

Soient a, b, c € Z. Alors :
l. a|b < Za|xb < |a]|| |}

2. Transitivité : Sia|bet b|c, alors a | c.
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3. Sia|betb|a,alors |a| =|b|.

4. Combinaisons linéaires : Si a | b et a | ¢, alors pour tout («, ) € Z? :
a|ab+ fe

5. Sia|betd]|ec, alors ad | be.
6. a|b << D,C Dy, < VL CaZ

® Proposition 1.3 — Inégalité des diviseurs

Soit a € Z* et b € Z.
1. Sib| a, alors |b] < al.
2. Sideplusbe Z* :sia|betb|a,alors |a] =1b|.

[# Exercice 1.1

1. Soient p,n € Z tels que p | 13n + 1 et p | —2n + 3. Montrer que p | 41.

2. Déterminer les entiers relatifs a tels que (a — 5) | (a 4+ 7).

3. Montrer que pour tout n € N, n(n + 1)(n + 2) est divisible par 6.

Solution. 1. On forme la combinaison 2x (13n+1)+13x(—2n+3) = 26n+2—26n+39 =
41. Donc p | 41.

2.(a=5)|(a+7) < (a—5)]|[(a+7) —(a—05)] = 12. Les diviseurs de 12
sont +1,+2, 43, +4,46,+12. Donc a« — 5 € {1,2,3,4,6,12, -1, -2, -3, —4, -6, —12},
soit a € {6,7,8,9,11,17,4,3,2,1,—1,—7}.

3. Parmi trois entiers consécutifs, I'un est divisible par 2 et I'un est divisible par 3.
Comme 2 A 3 =1, on conclut que 6 | n(n+ 1)(n + 2).

jW4 La Division Euclidienne

1.2.1 Dans N

#* Théoréme 1.1 — Division euclidienne dans N

Soit @ € N et b € N*. 1l existe un unique couple (¢q,7) € N? tel que :
a=bq+r et 0<r<b

q est le quotient et r est le reste de la division euclidienne de a par b.

\ v
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[ Exercice 1.2 — Application directe

Donner le quotient et le reste de la division euclidienne de 2017 par 16.

Solution : 2017 =16 x 126 +1. Donc g = 126 et r = 1.

1.2.2 Dans Z

W Théoréme 1.2 — Division euclidienne dans Z

Soit a € Z et b € Z*. 1l existe un unique couple (q,7) € Z? tel que :

a=bg+r et 0<r<|b

[ Exercice 1.3 — Applications

Donner le quotient et le reste de la division euclidienne de a par b dans les cas
suivants :

1. a = —2017 et b = 16.
Solution : On écrit —2017 = 16 x (—127) + 15, donc ¢ = —127, r = 15.

2. a=2017 et b = —16.
Solution : On a |b] = 16, donc 2017 = (—16) x (—126) + 1, ainsi ¢ = —126,
r=1.

3. a=—-2017 et b = —16.

Solution : —2017 = (—16) x 1274 (—1). Mais r = —1 < 0, on ajuste : —2017 =
(—16) x 126 + (—1)...On recalcule : —2017 = (—16) x (127) + (—1). Comme
r < 0, on prend ¢ = 127 — 1 = 126 + 1 non. .. En fait —2017 = (—16) x 127 +
(—2017 + 16 x 127) = (—16) x 127 + 15. Donc q = 127, r = 15. v/

@ Remarque

b divise a si et seulement si le reste dans la division euclidienne de a par b est nul.

[ Exercice 1.4 — Reste paramétré

Soit n € N*. Déterminer le reste de la division euclidienne de :
1. n? 4+ 2n par n + 1.
2. Tn 4 15 par 3n + 2.

Solution. 1. On écrit n? +2n =n(n + 1) + n. Comme 0 < n < n + 1, le reste est [n].

2. Tn+15=23n+2)+ (n+ 11). Pour n > 5, n + 11 < 3n + 2 donc le reste est
n+11. Pour n € {2,3,4} : Tn+ 15 = 3(3n + 2) + (—2n+9), le reste est —2n + 9. Pour
n=1:T+15=403n+2)+ (=5n+7), le reste est 2.
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Congruences Modulo n

Définition et propriétés fondamentales

E Définition 2.1 — Congruence

Soient a,b € Z et n € N*. On dit que a est congru a b modulo n si n divise a — b.
On écrit :

a=b (modn) <= n|(a—0)

i= Exemple(s)

1. 3= -7 (mod 5) car 5| (3 — (7)) =10. v
2. =39 = -5 (mod 17) car 17| (=394 5) = =34. vV

® Proposition 2.1 — La congruence est une relation d’équivalence

Soient a,b,c € Z et n € N*.
1. Réflexivité : a = a (mod n).

2. Symétrie : Si a =0b (mod n), alors b = a (mod n).

3. Transitivité : Sia =b (mod n) et b = ¢ (mod n), alors a = ¢ (mod n).

® Proposition 2.2 — Compatibilité avec les opérations

Soient n € N* et a,b,c¢,d € Z.
1. Sia=0b (mod n) et ¢ =d (mod n), alors a+c=b+d (mod n).

( )
2. Sia=b (mod n), alors ac = bc (mod n).
3. Sia=b (mod n) et c=d (mod n), alors ac = bd (mod n).
4. Sia=b (mod n), alors Ym € N, a = 0™ (mod n).
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® Proposition 2.3 — Lien avec la division euclidienne

Soient a € Z, b € Z* et r € Z. r est le reste dans la division euclidienne de a par b

si et seulement si :
a=r (modbd) et 0<r<|b

Exercices sur les congruences

[# Exercice 2.1

1. Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de 2" par 7.
2. En déduire les restes de la division euclidienne de 37%¢ et 37%° par 7.

3. Déterminer le reste de la division euclidienne de N = 37212 par 11.

[# Exercice 2.2

Soit n € N. Déterminer le reste de la division euclidienne de
a = 851%™ 4 851?" + 851" + 2

par 7.

Déterminer les valeurs de l'entier naturel n pour que le nombre n? — 3n + 6 soit

divisible par 5.

[# Exercice 2.4

Résoudre dans Z les équations suivantes :
1. 212 =2z (mod 11) avec 0 < z < 11.
2. 1111 =z (mod 23) avec —23 < z < 0.

[# Exercice 2.5

Soit n € N avec n > 2. Déterminer n dans les cas suivants :
1. 13 =2 (mod n).
2. 131 =7 (mod n).

® Proposition 2.4

oient n € N* et a,b,c,d € 7Z.
1. Addition : Sia=b (mod n) et ¢ =d (mod n), alors :

a+c=b+d (modn)
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2. Soustraction : Si a =b (mod n), alors a +¢ = b+ ¢ (mod n).

3. Multiplication : Si a = b (mod n) et ¢ = d (mod n), alors :
ac=bd (mod n)

4. Puissances : Si a = b (mod n), alors pour tout m € N :

a” =bp"

Pour les puissances. Par récurrence sur m € N :

(mod n)

» Initialisation : a' = b' (mod n) par hypothese.

» Hérédité : Sia™ = b™ (mod n) et a = b (mod n), alors par compatibilité de la
multiplication : ¢ =qa-a™ =b- 0™ = ™! (mod n).

J

Attention : Piéges classiques .

1) axb=0 (mod 6) n’implique pas a =0oub=0 (mod 6).
2) Si 2z =4 (mod 12) alors x =2 (mod 6) (et non modulo 12!)

3) a =b (mod n) n’implique pas p® = p® (mod n) en général.

(V) Proposition 2.5 — Simplification

Soient a,b,c € Z, n € N* et d =c A n.
1. Siac =be (mod n) et cAn =1, alors a =b (mod n).

2. Si ac =bc (mod n), alors a = b (mod n/d).

[Chiffre des unités | Quel est le chiffre des unités de 7% ?

On note que 7* = 2401 = 1 (mod 10). Or 98 =4 x 24 + 2, donc 7% = (7H)** . 72 =
124,49 = 49 = 9 (mod 10).

Le chiffre des unités de 7% est [9].

On calcule les puissances de 3 modulo 10 : 3! = 3, 32 = 9, 3 =

(mod 10).

La suite est périodique de période 4. Or 2015 = 4 x 50343, donc 320> =33 =27 =7
(mod 10).

Le chiffre des unités de 32°' est [7].
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Quel est le reste de la division euclidienne de 451 x 63 — 912 par 77
On calcule : 6 = —1 (mod 7), donc 6% = (—1)¥ = —1 =6 (mod 7).

451 =7 x 64 + 3, donc 451 = 3 (mod 7).

912 =7 x 130 + 2, donc 912 = 2 (mod 7).

Ainsi: 451 x 6% — 912 =3x6—-2=18 — 2 =16 =2 (mod 7).

Le reste est .

' - 7 7 -
[# Exercice 2.6 — Résoudre une équation par congruences

On considere I'équation (F) : 22 — Ty? = 3 ol x et y sont deux entiers relatifs.
1. Montrer que si (z,y) est solution alors z* = 3 (mod 7).
2. Déterminer les restes possibles de 22 modulo 7.

3. En déduire que (E) n’a pas de solution.

Solution. 1. Si (z,y) est solution : 22 = 3 + 7y?> = 3 (mod 7).
2. Les restes de x mod 7 sont 0,1,2,3,4,5,6. On calcule :

z (mod7) [0 1 2 3 4 5 6
22 (mod7) |0 1 4 2 2 4 1

Les restes possibles de 22 modulo 7 sont {0,1,2,4}.
3. Le reste 3 n’apparait pas dans ce tableau, donc 2 = 3 (mod 7) est impossible.
L’équation (E) n’admet aucune solution.

[ Exercice 2.7 — Divisibilité par 5

Démontrer que 247+ 4 347+ est divisible par 5 pour tout n € N.

Solution. 2*=16=1 (mod 5), donc 2"t =21".2=1".2 =2 (mod 5).
32 =81=1 (mod 5), donc 3! =3 .3 =1".3 =3 (mod 5).
Ainsi 24t 4+ 34t =92 4+ 3 =5=0 (mod 5). O

[ Exercice 2.8 — Disjonction de cas

Démontrer que pour tout n € N, n(n? + 5) est divisible par 3.

Solution. Tout entier est congru a 0, 1 ou 2 modulo 3. On traite chaque cas :
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» n=0 (mod 3) : n(n?*+5) =0 (mod 3).
»n=1 (mod3):n*+5=14+5=6=0 (mod 3).
> n=2 (mod3):n*+5=4+5=9=0 (mod 3).

Dans tous les cas, 3 | n(n? +5).

[# Exercice 2.9 — Résoudre 41 = 5 (mod 9)

1. Compléter la table des restes modulo 9 :

2. En déduire la solution de 4z =5 (mod 9).
3. Sachant que 4 x 7=1 (mod 9), résoudre 7z = 8 (mod 9).

Solution. 2. D’apres la table, 4z =5 (mod 9) <= 2 =8 (mod 9).

3.4x7 =1 (mod?9), donc 7 est I'inverse de 4 modulo 9. 7z = 8 (mod 9) —

4xT7r=4%x8 (mod9) = =32=5 (mod 9).

Prof. Abed — 2025/2026
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PGCD et PPCM

Définitions

E Définition 3.1 — PGCD et PPCM

Soient a,b € Z*.

1. Le plus grand commun diviseur (PGCD) de a et b est le plus grand diviseur
positif commun a a et b. On le note a A b.

2. Le plus petit multiple commun (PPCM) de a et b est le plus petit multiple
positif commun a a et b. On le note a V b.

e Remarque
En posant D, ={z € Z |z |a} et M, ={x €Z |a|zx},ona:

a Ab=max(D, "NN*, D, "NN*) aV b= min(M, NN* M, N")

Caractérisations

W Caractérisation du PGCD .

d=a Absi et seulement si :
(i) d>0
(ii) d|aetd|b

(iii) Pour tout x € Z, si x |a et x| b, alors x < d

. J

Prof. Abed — 2024,/2025 Arithmétique dans Z



Arithmétique dans Z  Chapitre 3. PGCD et PPCM 1% Bac Sc. Maths

% Caractérisation du PPCM .

m = a V b si et seulement si :

(i) m>0
(i)
(iii) Pour tout z € Z,sia |z et b| z, alors m < x
L J

a|lmetb|m

® Proposition 3.1 — Propriétés algébriques

Soient a,b,c € Z. On a :

1. aNb=bAaetaVb=bVa (commutativité)
2. a|b < anb=la] et b|la <= aVb=]q

3. (aAnb)Ac=aNn(bAc) et (aVb)Vc=aV (bVc) (associativité)
4. (ca) A (cb) = |e[(anb) et (ca)V (cb) = |c|(aV b)

Algorithme d’Euclide

® Proposition 3.2 — Lemme d’Euclide

Soient a € Z et b € Z*. Si r est le reste dans la division euclidienne de a par b, alors :

aANb=DbAT

% Théoréeme 3.1 — Algorithme d’Euclide

Soient a,b € Z*. On effectue les divisions successives :

a=qo-b+ry, 0<rg<]|b
b=q -ro+7r, 0<1m <ng

Tn—92 = (Qn  Tn_1+ Tn, 0< Tn < Th-1

Tn—1 = 4n+1 " Tn +0

Alors :

aNb=bANrg=rgANri=---=r,

Le PGCD est le dernier reste non nul.

\

[ Exercice 3.1 — Application : Algorithme d’Euclide

Déterminer 2016 A 54.

Solution :

2016 =54 x 37+ 18
4 =18x3+0
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Donc 2016 A 54 = 18.

Soit x,y € N*. On pose a = 9z + 4y et b = 2x + y. Montrer que a Ab=x A y.

Solution. 1.a—4b= 9z +4y) —4(2x+y) =z et b5b—a =52z +y) — (9z +4y) = y.
Donc a Ab=0bA (a—4b) = b A x. De méme a A b divise y. Par combinaisons linéaires,
xAy|lanbetaANb|xz Ay, doncaANb=2xAy.

2. (xAy)(zVy) = 2y = xy = 60x 3600 = 216000. Avec z+y a trouver : z = 60d’, y =
60b" avec @’ ANV =1 et a'b’ = 60. Les couples (a',') sont : (1,60), (3,20), (4,15), (5,12),
dott (z,y) € {(60,3600), (180, 1200), (240, 900), (300, 720)}.

Soit a, b, c € N*. Montrer que a A (a?bc + ac + b) = a A b.
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Nombres Premiers Entre Eux

Définition et exemples

E Définition 4.1 — Nombres premiers entre eux

Soient a,b € Z*. On dit que a et b sont premiers entre eux si a A b = 1.

i= Exemple(s)

1. 16 et 9 sont premiers entre eux (16 A9 = 1).
2. 25 et —12 sont premiers entre eux (25 A 12 = 1).

[# Exercice 4.1

Montrer que Vn € Z, les nombres n et n 4+ 1 sont premiers entre eux. ]

Caractérisation et corollaire

® Proposition 4.1 — Caractérisation du PGCD via la décomposition

Soient a,b € Z* et d € N*. On a :

d=aANb < Jd,V €Z:a=dd, b=dVb, d NV =1

= Corollaire 4.1 — Relation PGCD-PPCM .

Soient a,b € Z*. On a :

(@NDb)-(aVb)=lab]

W Théoréme 4.1 — Identité de Bézout (forme générale)

Soient a,b € Z* et d = a Ab. 1l existe (u,v) € Z? tel que :

au+bv=d
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[# Exercice 4.2

x ANy =60
x Vy = 3600

[ Exercice 4.3 X

Soit a,b € N. Montrer que a Ab=1 <= (a+b) A (ab) = 1. En déduire que pour
tout (z,y) € (Z*)* : (x +y) A (z Vy) = x Ay. Résoudre dans (N*)? le systeme :
x4y = 276
r Vy = 1440

Résoudre dans N? le systéme : {
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Théoremes de Bézout et de Gauss

Théoréme de Bézout

& Théoréme 5.1 — Bézout

Soient a,b € Z*. On a I’équivalence :

aANb=1 < F(u,v) €Z* :au+bv=1

& Maéthode : Déterminer les coefficients de Bézout

Exemple : Trouver u, v tels que 99u + 56v = 1.

Etape 1 Algorithme d’Euclide (descente) :

99 =56 x 1+43
56 =43 x 1+ 13

43 =13x3+4
13=4x3+1
4=1x4+0

Donc 99 A 56 = 1.
Etape 2 Remontée (substitutions successives) :
1=13-4x3
=13-(43-13x3)x3=10x13-3x43

= 10(56 — 43) — 3 x 43 = 10 x 56 — 13 x 43
=10 x 56 — 13(99 — 56) = 23 x 56 — 13 x 99

Donc v = —13 et v = 23.

Montrer que Vn € N :

1. 5n + 3 et 2n 4 1 sont premiers entre eux.
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2. 2n — 1 et 3 — 7n sont premiers entre eux. J

Théoreme de Gauss

W Théoréme 5.2 — Gauss
Soient a,b,c € Z*. Sia | bcet aANb=1, alors a | c. ]

\

@ Remarque

Remarque. La condition a A b = 1 est indispensable. Par exemple : 6 | 18 et
9| 18, mais 54 1 18.

® Proposition 5.1

Soient a,b,c € Z*. Sia|c,b|cet aANb=1, alors ab | c.

® Proposition 5.2

Soient a, b, c € Z*.

1. Sianc=1letbAc=1,alorsabAc=1.
2. Sianb=1,alorsVn e N:a A" =1.

3. SiaAnb=1,alors Vn,m e N:a" AD" = 1.

Congruences et simplification

® Proposition 5.3

Soient a,b,c € Z, n € N*. Si ac = bc (mod n) et c An =1, alors a = b (mod n).

® Proposition 5.4

Soient a,b,c € Z, n € N* et d = ¢ An. Si ac = bc (mod n), alors a =b (mod n/d). ]

3 Equations diophantiennes az + by = ¢

W Théoréeme 5.3 — Equation diophantienne

Soient a,b,c € Z et d = a A'b. On considere I'équation dans Z? :
ar +by=c (F)

1. Si d1 ¢, 'équation (F) n’admet aucune solution.
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2. Sid| ¢ onposea=dd,b=dl, c =dd avec a NV = 1. Soit (zg,yo) une
solution particuliere de o’z 4+ b'y = ¢/. L’ensemble des solutions est :

S={(xo+kV, yo—kd') | k € Z}

[ Exercice 5.2 — Application

Résoudre dans Z? 1'équation 92 — 15y = 24.
Solution : d =9 A 15 = 3. Comme 3 | 24, on divise par 3 : 3x — by = 8.

On cherche une solution particuliere de 3x — 5y = 1 par l'algorithme d’Euclide :
b=3x142,3=2x1+41,doul1=3-2=3—-(5—-3)=2x3—5. Donc uy = 2,
Vo = —1.

Solution particuliere de 3z — by =8 : g =2 x 8 =16, yo = (—1) x 8 = —8.
Ensemble des solutions : S = {(16 + 5k, —8 — 3k) | k € Z}.

[# Exercice 5.3

1. Résoudre dans Z? : 212z + 37y = 1.

2. Déterminer le plus petit entier naturel dont les restes sont 5, 13, 17 lors des
divisions par 15, 23, 27 respectivement.

Solution. 2. Soit N cet entier. N + 10 = 15(¢1 + 1) = 23(g2 + 1) = 27(¢3 + 1). Donc
N +10 est multiple commun de 15, 23 et 27. ppcm(15,23,27) = 27 x 23 x 5 = 3105 (car
15A23 =15A27 =23 A27 =1). Donc N + 10 = 3105, soit N = 3095.
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PGCD de Plusieurs Entiers

E Définition 6.1 — PGCD de n entiers

Soient ay, as, . .., a, des entiers relatifs non nuls. Le plus grand entier naturel positif
non nul qui divise tous les a; s’appelle leur PGCD. On le note a; Aas A -+ A a,.

\.

@ Remarque

d=ai Nag A--- A ay, siet seulement si :

d>0, d|a;Vi, et Yce€Z:(c|a;Vi)=c<d

® Proposition 6.1 — Calcul récursif .

ag Nag A=+ ANap A apir = (ag Aag A+ ANap) A apiq

E Définition 6.2 — Premiers entre eux dans leur ensemble .

On dit que ay,as,...,a, sont premiers entre eux dans leur ensemble si a; A
as N\ ---Na, = 1.

i= Exemple(s)
6, 8 et 15 sont premiers entre eux dans leur ensemble car :

6ASALE=(6A8)A1I5=2A15=1
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Nombres Premiers

Définition et premiéres propriétés

E Définition 7.1 — Nombre premier

Soit a € Z. On dit que a est un nombre premier si |a| > 2 et si ses seuls diviseurs
sont +1 et *a.

i= Exemple(s)

2,3,5,7,11,13,17,19, 23, ... sont des nombres premiers positifs.

® Proposition 7.1

Soit @ € N* avec a > 2. Si a n’est pas premier, alors le plus petit entier > 1 qui
divise a est un nombre premier.

® Proposition 7.2

Soit a € N* avec a > 2. Si a n’est pas premier, alors a admet un diviseur premier p
tel que p? < a.

Q, Critere de primalité

I '
J

Proposition : Soit a € N*, @ > 2. Si aucun nombre premier p < /a ne divise a,
alors a est premier.

Application : Pour tester si 541 est premier : /541 ~ 23.,3. Les nombres premiers
< 23sont:2,3,5,7,11,13,17,19,23. Aucun ne divise 541. Donc 541 est premier.

.

J

1979 et 2003 sont-ils des nombres premiers ?

(l\;f?

Vi
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Théoréme 7.1

L’ensemble des nombres premiers est infini. ]

Q, Démonstration d’Euclide

Supposons par I’absurde qu’il n’existe qu'un nombre fini de premiers py, ps, . . ., Pn.
Posons N = p1ps---p, + 1. Alors N > 1, donc N admet un diviseur premier p.
Mais p ne peut étre aucun des p; (car N laisse un reste de 1 dans la division par
chaque p;). Contradiction. O

Propriétés des nombres premiers

® Proposition 7.3

Soient p,q € N*.
1. Si p et g sont premiers et p # ¢, alors p A qg=1.

2. Soit a € Z et p un nombre premier. Alors : p | a oup Aa = 1.

® Proposition 7.4

I r
J

Soient p,a,b € N*.

1. Si p est premier, p | ab et p{ a, alors p | b.

2. Si p est premier et p | ab, alors p | @ ou p | b.

3. Si p est premier et p | ajas - - - a,, alors 3i tel que p | a;.
4

. Si p est premier et p | p1ps - - - p, (tous premiers), alors 34 tel que p = p;.

® Proposition 7.5

Soit p un nombre premier. Pour tout k € [2,p — 1] :

k
p|C,

Petit théoreme de Fermat

% Théoréme 7.2 — Fermat

Soit p un nombre premier.
1. YVa € Z : a? = a (mod p).
2. Sipfa:aP' =1 (mod p).
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[ Exercice 7.2 — Applications de Fermat

1. Montrer que Vn € N : n® =n (mod 30).
2. Montrer que Vn € N : 12121 + 1 =0 (mod 13).
3. Montrer que Vn € N : 105 +3 =0 (mod 7).

52017

4. Déterminer le reste de la division euclidienne de par 11.

Solution. 1. Par Fermat, n® = n modulo 2, 3 et 5. Comme 2A3A5 = 1 et 2x3 x5 = 30,
par le théoréme des restes chinois, n® = n (mod 30).
2. Par Fermat : 5 = 1 (mod 11). Or 2017 = 10 x 201+ 7, donc 5?°'7 = 57 (mod 11).
52=25=3,5'=9,5"=5"x52x5=9x3x5=135=3 (mod 11). Le reste est [3].
3.11=4 (mod 7), 11? =16 = 2, 11> =8 = 1 (mod 7). Donc l'ordre de 11 mod 7
est 3, et 119 = (113)2 = 1 (mod 7). 2018 = 6 x 336 + 2, donc 11?9 = 112 = 121 = 2
(mod 7).
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Décomposition en Facteurs Premiers

% Théoréeme 8.1 — Décomposition unique

Soit n € Z*, n # +1. Il existe des nombres premiers uniques p; < ps < -+ < p, et
des entiers naturels non nuls uniques oy, as, ..., a,, tels que :

n=c-pft-py?---pom e {-1,1}

i= Exemple(s)

—2520=—1x2>x 32 x5x7.

® Proposition 8.1 — PGCD et PPCM par décomposition

Soient @ = pSt - - - pom et b= pt .. -pPm (avec i, B; € N). Alors :

m

aNb= lenin(al,,Bl) 5 o .pgllin(amﬁm)

aVb= pllnax(al’ﬂl) .. .prﬁax(am’ﬁm)

i= Exemple(s)

a=120=23x3x5et b=>588 =22 x 3 x 72
aANb=22x3=12etaVb=2%x3x5x 7%= 5880.

® Proposition 8.2 — Nombre de diviseurs

Soit a = pi* - py? - - - pim € N avec a; € N*. Le nombre de diviseurs positifs de a est :

D(a)=(1+a)(1+a2) (14 am)

i= Exemple(s)

a=2520=2*x3*x5xT.
Nombre de diviseurs : D(2520) = (3+1)(2+1)(1+1)(1+1) =4 x 3 x 2 x 2 =48.
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[# Exercice 8.1

Soit a = pi*---p2m € N*\ {1} et D(a) son nombre de diviseurs.
1. Montrer que D(a) = (1 +ay) -+ (1 4+ ).

2. Montrer que si a A b = 1, alors D(ab) = D(a) - D(b).

3. Déterminer le plus petit entier naturel a tel que D(a) = 29.
4

. Montrer que a est un carré parfait si et seulement si D(a) est impair.

Solution. 2. 29 est premier. D(a) = 29 = a = p®. Le plus petit est a = 225.
3. D(a) =TI(1 + ;) est impair <= tous les (1 + ;) sont impairs <= tous les
a; sont pairs <= a est un carré parfait.

Prof. Abed — 2025/2026 Page 25 sur 35



L’Anneau Z/nZ

Classes de congruence

E Définition 9.1 — Classe de congruence

Soit n € N*. Pour tout x € Z, on pose :

r={yeZ|y=x (modn)}

i=  Exemple(s)
Pour n =3 :
0={3k|keZ}, 1={1+3k|keZ}, 2={2+3k|kecZ}

Ces trois ensembles forment une partition de Z.

B Définition 9.2 — L’ensemble Z/nZ

Soit n € N*. On pose :

Z/nZ =1{0,1,...,n—1}

E Définition 9.3 — Opérations dans Z/nZ

[ Exercice 9.1
Donner le tableau de 'addition et de la multiplication de Z/2Z et Z/6Z.

W4 Inversibilité

(I\;T
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E Définition 9.4 — Elément inversible

Soit n € N* et € Z/n’Z. On dit que z est inversible dans Z/nZ pour x, s’il existe
y € Z/nZ tel que T x y = 1.

® Proposition 9.1 — Critére d’inversibilité

Soit n € N* et z € Z/nZ. & est inversible dans Z/nZ pour X si et seulement si :

rAn=1

W Théoréme 9.1 — Corps Z/pZ

Soit p € N*. Si p est premier, alors tous les éléments de Z/pZ \ {0} sont inversibles
dans (Z/pZ, x).

I r
J

Q, Tables de ALY/

+/0 1 2 3 4 x|0 1 2 3 4

0[]0 1 2 3 4 00 0 0 0 O

1/1 23 40 101 2 3 4

212 3 4 0 1 2|10 2 4 1 3

313 40 1 2 310 3 1 4 2

414 01 2 3 410 4 3 21
Dans Z/5Z : 271 =3,371=2,4"1 =4

r
.
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Systemes de Numération

Ecriture en base b

* Théoréme 10.1 — Représentation en base b .

Soit b € N*, b > 2. Pour tout entier naturel non nul n, il existe des entiers naturels
ag, a1, ..., a, uniques tels que :

N=Gpb™ + a1 b™ 7+ Farbtag, am#0, 0<a;<b

On note : n = G,Gm—1 - 1o p)-

i= Exemple(s)

> 37=32+4+1=2°+22+2 donc 37 = T0010Ly).
> 37=27+9+1=23"4+3+3° donc 37 = T1013).

[# Exercice 10.1 R

Comparer les nombres suivants :
1. 20516 et 2051 7).
2. 2051 et 20510().

[# Exercice 10.2

Calculer et comparer :
1. 2343(5) + 341(5) et 2343(5) X 341(5).
2. W(lg) + m(lg) et W(lg) X m(lg).

Criteres de divisibilité
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® Proposition 10.1 — Critéres en base 10

Soit ¢ = @Gm_1 - “@1Go (1) On a :
1. =0 (mod 5) <= ap=0ouqy=>5.

2. =0 (mod 3) <= > a;, =0 (mod 3).
k=0

3. 2=0 (mod 9) <= > a, =0 (mod 9).
k=0

4. =0 (mod 11) < > (~1)*a;, =0 (mod 11).
k=0
5. 2 =0 (mod 4) <= @idg10) =0 (mod 4).

[# Exercice 10.3

Déterminer z,y € N pour que le nombre 26295y, soit divisible par 3 et par 11.

[# Exercice 10.4

Soit b € N avec b > 6, et N = 1540,).
1. Montrer que N est divisible par b, par b+ 1 et par b + 4.

2. Déterminer les valeurs de b (si elles existent) telles que N soit divisible par b— 1.

Q Critere de divisibilté par 9

Onal0=1 (mod9), donc 10* = 1¥ =1 (mod 9) pour tout k > 0.
Ainsi z = Y gar X 10F =Y jap x 1 =X gar (mod 9). Dot 9|z < 9|
Z Qg .

Q  Critére de divisibilté par 11

10 = —1 (mod 11), donc 10* = (=1)* (mod 11).
Ainsi z = 37 o(—=1)*a;, (mod 11).

i= Exemple(s)

L’entier N = 8176312459102 535214 621 est-il divisible par 37 Par 97

Somme des chiffres : 8+1+74+6+3+14+24+44+5+94+14+0+2+5+3+5+
2414+44+6+2+1="78.

78 =3 x 26 donc 3| N. Mais 78 =9 x 8 + 6, donc 91 .

iI=  Exemple(s)

619852805 : somme alternée =5—-0+8—-2+5—-8+9—-14+6=22=0 (mod 11).
Donc 11 | 619852 805.
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Critére : Pour savoir si n est divisible par 7, on sépare le chiffre des unités u des
autres chiffres q, et on forme ¢ —2u. Alors 7 |n < 7| (q—2u).

[# Exercice 10.5 — Critére de divisibilité par 7

1. Vérifier que 4361 est divisible par 7.

2. Démontrer ce critere pour un nombre a trois chiffres n = abe().

Solution. 1.436 —2x1=434.43 —2x4=35=17x5. Donc 7 | 4361.

2.n =100a+10b+¢c. On a 100 =2 (mod 7), 10 = 3 (mod 7). Donc n = 2a+3b+c¢
(mod 7). m = ab — 2c = 10a + b — 2c. 10 = 3 (mod 7), donc m = 3a + b — 2¢ (mod 7).
On calcule n —3m = (2a +3b+c¢) —3(3a+b—2c) = —Ta+ 7c = 0 (mod 7). Donc
7| (n—=3m),et7|n <= 7|3m <= 7|m. O
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Exercices Récapitulatifs

Divisibilité

Déterminer les entiers n qui, divisés par 23, donnent un quotient égal au reste.

1017
82

Quel est le reste de la division euclidienne de 201 par 77

[# Exercice 11.3
Soit n € N.

1. Quels sont les entiers n pour lesquels le reste de la division euclidienne de (n+2)3
par n? est 12n + 87

J

2. Quels sont les entiers n pour lesquels le reste de la division euclidienne de (n+1)3
par n? est 3n + 17

3. Déterminer le reste et le quotient de 2n? +n par n + 1.

[# Exercice 11.4
Soit n € N.

1. Montrer que n? est pair <= n est pair.

2. Montrer que n? est impair <= n est impair.

J

[# Exercice 11.5

1. Soient a,b € N tels que a® — 2b> = 1. Prouver que a est impair et b est pair.
2. Montrer que si n € N n’est pas divisible par 3, alors 2n? + 1 est divisible par 3.
3. Démontrer que pour tout n € N, A =n(n+ 1)(n + 2) est divisible par 6.
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FE®] Congruences

[# Exercice 11.6

Montrer que 11° = 1 (mod 7). En déduire le reste de la division euclidienne de
112018 par 7.

[# Exercice 11.7

On considere équation dans Z? : 11z% — 7Ty* =5  (F).
1. Montrer que si (z,y) est solution de (FE), alors 2% = 2y* (mod 5).

2. Quels sont les restes possibles de 22 et de 2y? modulo 5?
3. En déduire que si (z,y) est solution de (£), alors x et y sont multiples de 5.

4. Résoudre 'équation (FE).

[ Exercice 11.8 — Défi — Cube se terminant par 2009

Le but est de montrer qu’il existe n € N tel que n® = 2009 (mod 10000).
On considere la suite (u,,) définie par uy = 2009 et u, 1 = u3.

1. Déterminer le reste de 2009? divisé par 16.

2. En déduire que 20093 = 2009 (mod 16).

3. Montrer que Vn € N : u,, est divisible par 5"

Vérifier que uz = 2009%*° — 1. En déduire que 2009%°° =1 (mod 625).
Démontrer que 20093t = 2009 (mod 625).

Montrer que 2009%%! = 2009 (mod 10000).

NS o

Conclure.

Exercices de synthese sur les congruences

[# Exercice 11.9

11.4 Equation diophantienne et congruences On considére 'équation (E) : 112* —
7y? = 5 dans Z2.

Montrer que si (z,y) est solution, alors 2? = 2y (mod 5).

Quels sont les restes possibles de 22 et 2y? modulo 5 ?

Montrer que si (z,y) est solution, alors 5 | z et 5 | y.

A

Conclure que (E) n’admet pas de solution.

Solution. 1. 11z% — 7y* =5 = 2% = 2y* (mod 5).
2. 2% (mod 5) € {0,1,4}. 2y? (mod 5) € {0,2,3}.
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3. 22 = 2y* (mod 5) avec {0,1,4}N{0,2,3} = {0}. Donc z* = 0 et 2y* =0 (mod 5),
soit 5|z et 5| y.

4. Posons z = 5x/, y = 5y’. En substituant : 11 x 2522 — 7 x 25y? = 5, soit
25(112"2 — Ty'?) = 5, impossible car 51 25. Donc (E) n’a pas de solution.

[# Exercice 11.10

11.5 Nombres de Fermat On appelle nombres de Fermat les entiers F, = 22" +1.
1. Calculer Fy, Fy, Fy, F3, F}.
2. Montrer que F, 1 = (F, — 1)* + 1.

3. Montrer que pour n > 2, F}, se termine par le chiffre 7.

Solution. 1. Fy =3, F}y =5, F, =17, F3 = 257, Fy = 65537.

2. (F,—124+1=02")2+1=2""41=F, 1. v

3. Par récurrence. F» = 17 = 7 (mod 10). Si F,, = 7 (mod 10), alors F,, — 1 = 6
(mod 10), donc (F, —1)>* =36 =6 (mod 10), et F,, 1y = (F, — 1)+ 1 =7 (mod 10).

11.6 Répunits carrés parfaits Un répunit est un entier dont I’écriture ne comprend
que le chiffre 1 (ex : 11, 111, 1111). Trouver tous les répunits qui sont des carrés
parfaits.

Solution. Soit n? un répunit. Son chiffre des unités est 1, donc n = 1 ou n =
(mod 10), i.e. n = 10k + 1. n? = (10k)? £ 20k + 1 = 100k* + 20k + 1 = +20k + 1 =
(mod 20). Un répunit & m chiffres vaut R,, = 2>=1. R,, =1 (mod 20) = 20 | R,,—1
w. On vérifie que Ry = 1 = 12 est le seul répunit carré parfait.

9
1

Prof. Abed — 2025/2026 Page 33 sur 35



Arithmétique dans ZChapitre 11. Exercices Récapitulatifs 1% Bac Sc. Maths

Appendice : Formulaire récapitulatif

Résumé des résultats essentiels

Divisibilité : b | a < Jk € Z,a = kb

Division euclidienne : Va € Z,b € Z*,3!(q,r) :a=bg+r,0 < r < |b|
Congruence : a =b (mod n) <= n | (a —b)

Propriétés clés : Sia =bet ¢ =d (mod n), alors :

» a+c=b+d (mod n)

» ac = bd (mod n)

» a™ =b" (mod n) (m € N)

Algorithme d’Euclide : a A b = dernier reste non nul des divisions successives.
Bézout : aNb=1 < F(u,v) €Z? :au+bv=1

Gauss :a|bcetaNb=1=a]c

Diophantienne : azx + by = ¢ a des solutions <= (a A D) | c.
Fermat : p premier = a? = a (mod p)

PGCD par décomposition : a A b = [ pi""#)

Nombre de diviseurs : a = [[p;" = D(a) = [1(1 + a;)
Inversibilité dans Z/nZ : x inversible <= xAn =1

Z/pZ est un corps si p est premier.

Critéres de divisibilité (base 10) :

» Par 3 ou 9 : somme des chiffres divisible par 3 ou 9.

» Par 11 : somme alternée des chiffres divisible par 11.

n Les mathématiques sont la reine des sciences, et la théorie des nombres est la reine
des mathématiques. Z
Carl Friedrich Gauss
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